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Novedades

Cambio fecha de parcial

m Primer parcial: 22 de abril.
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Contenidos estimados para hoy

Repaso

A Caracterizaciones de supremo e infimo
E Arquimedianidad

A Relacion entre supremo y maximo

B infimos y ejemplos

A Densidad

Conclusion
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Cotas, acotado, supremo e infimo

m z es cota superiorde AsiVa € A,a < z.

m yescotainferiorde AsiVa € A,y < a.

B A estd acotado superiormente <= dz € R, z es cota superior de A.
B A estd acotado inferiormente <= Jy € R, y es cota inferior de A.
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Cotas, acotado, supremo e infimo

m z es cota superiorde AsiVa € A,a < z.

m yescotainferiorde AsiVa € A,y < a.

B A estd acotado superiormente <= dz € R, z es cota superior de A.
B A estd acotado inferiormente <= Jy € R, y es cota inferior de A.

Ejemplo
El conjunto de cotas superiores de [0, 1) es [1, c0).
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Cotas, acotado, supremo e infimo

m z es cota superiorde AsiVa € A,a < z.

m yescotainferiorde AsiVa € A,y < a.

B A estd acotado superiormente <= dz € R, z es cota superior de A.
B A estd acotado inferiormente <= Jy € R, y es cota inferior de A.

Ejemplo
El conjunto de cotas superiores de [0, 1) es [1, c0).

Axioma del Supremo

P13 Todo conjunto # @& acotado superiormente tiene cota superior minima.
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Cotas, acotado, supremo e infimo

m z es cota superiorde AsiVa € A,a < z.

m yescotainferiorde AsiVa € A,y < a.

B A estd acotado superiormente <= dz € R, z es cota superior de A.
B A estd acotado inferiormente <= Jy € R, y es cota inferior de A.

Ejemplo
El conjunto de cotas superiores de [0, 1) es [1, c0).

Axioma del Supremo

P13 Todo conjunto # @& acotado superiormente tiene cota superior minima.

Definicién
Si A # @ es acotado superiormente, su supremo, sup A, es el minimo de sus
cotas superiores.
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Cotas, acotado, supremo e infimo

m z es cota superiorde AsiVa € A,a < z.

m yescotainferiorde AsiVa € A,y < a.

B A estd acotado superiormente <= dz € R, z es cota superior de A.
B A estd acotado inferiormente <= Jy € R, y es cota inferior de A.

Ejemplo
El conjunto de cotas superiores de [0, 1) es [1, c0).

Axioma del Supremo

P13 Todo conjunto # @& acotado superiormente tiene cota superior minima.

Definicién
Si A # @ es acotado superiormente, su supremo, sup A, es el minimo de sus
cotas superiores. Andlogamente con “inferiormente” e infimo, inf A.
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.

E seselminimode C <—
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
B seselminimode C < s CyVceCC, s<c.
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
mseselminimode C < s CyVceC, s<c.

Luego, s = sup A equivale a que s sea cota de A y si ¢ es cualquier cota
superior de A, entonces s < c.
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
B seselminimode C < s CyVceCC, s<c.
Luego, s = sup A equivale a que s sea cota de A y si ¢ es cualquier cota

superior de A, entonces s < c.
Caracterizacion del supremo
Son equivalentes:
El s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t < aq; (Demostramos)
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
B seselminimode C < s CyVceCC, s<c.

Luego, s = sup A equivale a que s sea cota de A y si ¢ es cualquier cota
superior de A, entonces s < c.

Caracterizacion del supremo

Son equivalentes:

El s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t < aq; (Demostramos)
H s escotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e < a; (Ejercicio)
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
B seselminimode C < s CyVceCC, s<c.

Luego, s = sup A equivale a que s sea cota de A y si ¢ es cualquier cota
superior de A, entonces s < c.

Caracterizacion del supremo

Son equivalentes:

El s =supA;

B sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t < aq; (Demostramos)
H s escotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e < a; (Ejercicio)
A sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t <aq; (Apunte)
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Caracterizaciones

B supA es la minima cota superior de A.
B seselminimode C < s CyVceCC, s<c.

Luego, s = sup A equivale a que s sea cota de A y si ¢ es cualquier cota
superior de A, entonces s < c.

Caracterizacion del supremo

Son equivalentes:

El s =supA;

B sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t < aq; (Demostramos)
H s escotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e < a; (Ejercicio)
A sescotasuperiorde Ay Ve <s, dJa€ A, t <aq; (Apunte)
B s escotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e <a. (idem)
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Arquimedianidad

Son equivalentes:
El s =supA;
B s es cotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e <a.
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Arquimedianidad

Son equivalentes:

El s =supA;

B s es cotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e <a.
Teorema (R es arquimediano)

N no esta acotado superiormente.
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Arquimedianidad

Son equivalentes:

El s =supA;

B s es cotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e <a.
Teorema (R es arquimediano)

N no esta acotado superiormente.

Corolario

El Paratodoe > 0, existen € N tal que 0 < % < e.
H 7 no esta acotado superior ni inferiormente.
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Arquimedianidad

Son equivalentes:

El s =supA;

B s es cotasuperiordeAyVe >0,da €A, s —e <a.
Teorema (R es arquimediano)

N no esta acotado superiormente.

Corolario

El Paratodoe > 0, existen € N tal que 0 < % < e.
H 7 no esta acotado superior ni inferiormente.

Ejercicio
SiN C Z C Ry Z esta acotado (inferior)superiormente, entonces N esta
acotado (inferior)superiormente.
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Supremo y maximo

Son equivalentes:
E s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Vi <s, dJa€A, t <a.
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Supremo y maximo

Son equivalentes:
E s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Vi <s, dJa€A, t <a.

m seselmaximodeA < s€AyVaeA, s<a;
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Supremo y maximo

Son equivalentes:
E s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Vi <s, dJa€A, t <a.

m seselmaximodeA <= s € AyVa € A, s < ag; equivalentemente,
m seselmaximode A <= s € Ay s es cota superior de A.
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Supremo y maximo

Son equivalentes:
E s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Vi <s, dJa€A, t <a.

m seselmaximodeA <= s € AyVa € A, s < ag; equivalentemente,
m seselmaximode A <= s € Ay s es cota superior de A.
Lema

m SiA +# () estd acotado superiormente y sup A € A, entonces
supA = maxA.

m SiA tiene maximo, entonces maxA = sup A y luego supA € A.

&

P. Sanchez Terraf, CIEM-FAMAF Analisis Matematico | FaMAF, 18/03/2024



Supremo y maximo

Son equivalentes:
E s =supA;
B sescotasuperiorde Ay Vi <s, dJa€A, t <a.

m seselmaximodeA <= s € AyVa € A, s < ag; equivalentemente,
m seselmaximode A <= s € Ay s es cota superior de A.

Lema
m SiA +# () estd acotado superiormente y sup A € A, entonces
supA = maxA.
m SiA tiene maximo, entonces maxA = sup A y luego supA € A. Luego,
m sisupA ¢ A, entonces A no tiene maximo.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
B x =supA <= xescotasuperiordeAyVt<x, da€A, t<a.
B x =supA <= xescotasuperiordeAyVi<x, dac A, t<a.
m SiA # () esta acotado superiormente y supA € A, entonces
supA = maxA.
B Si A tiene maximo, entonces maxA = sup A y luego sup A € A.
B ...etcétera.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.

m SiA # () esta acotado inferiormente y inf A € A, entonces
infA = minA.

m Si A tiene minimo, entonces minA = infA yluego infA € A.

m ...etcétera.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.

m SiA # () esta acotado inferiormente y inf A € A, entonces
infA = minA.

m Si A tiene minimo, entonces minA = infA yluego infA € A.
m ...etcétera.
Andlisis de A := (0, 1)

Determinar si es acotado inferior y/o superiormente, en cada caso determinar
supA y/o inf A, y si existe min A y/o maxA.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
B x =supA <= xescotasuperiordeAyVt<x, da€A, t<a.
B x =supA <= xescotasuperiordeAyVi<x, dac A, t <a.

m SiA # () esta acotado superiormente y supA € A, entonces
supA = maxA.

B Si A tiene maximo, entonces maxA = sup A y luego sup A € A.
m ...etcétera.

Andlisis de A := (0, 1)

Determinar si es acotado inferior y/o superiormente, en cada caso determinar
supA y/o inf A, y si existe min A y/o maxA.
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infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.

m SiA # () esta acotado inferiormente y inf A € A, entonces
infA = minA.

m Si A tiene minimo, entonces minA = inf A yluego infA € A.
m ...etcétera.
Andlisis de A := (0, 1)

Determinar si es acotado inferior y/o superiormente, en cada caso determinar
supA y/o inf A, y si existe min A y/o maxA.

P. Sanchez Terraf, CIEM-FAMAF Analisis Matematico |



infimos y ejemplos

Todo lo dicho vale dualmente para infimos.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt>x, dJa€ A, t > a.
mx= infA <= xescota inferior deAyVt >x, da €A, t > a.

m Si A # () estid acotado inferiormente y infA € A, entonces
inf A = minA.

m Si A tiene minimo, entonces minA = inf A yluego infA € A.
m ...etcétera.
Andlisis de A := {1 | n € N}

Determinar si es acotado inferior y/o superiormente, en cada caso determinar
sup A y/o inf A, y si existe min A y/o méax A.
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Densidad

Definicién
D CResdensosiysblosiVxye R, x<y = Idd €D, x <d <y.
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Densidad

Definicion

D CResdensosiysolosiVxye R, x<y = ddeD, x<d<y.

Aula Virtual » Encuestas » Densidad (T. Manana)

m ;Es R denso? jLo es Z?
m Si D esdenso, jes D = R?
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Densidad

Definicion

D CResdensosiysblosiVxye R, x<y = Idd €D, x <d <y.

Aula Virtual » Encuestas » Densidad (T. Manana)

m ;Es R denso? jLo es Z?
m Si D esdenso, jes D = R?

Teorema

Q es denso.
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Densidad de los irracionales

B DCResdensosiysolosiVxy e R, x<y = 3Id €D, x <d <y.
m Q es denso.
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Densidad de los irracionales

mDCResdensosiysblosiVxy e R, x <y = dd €D, x <d < y.
m Q es denso.

Teorema

R \ Q # @&. En particular, existe un irracional h entre 0 y 1.
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Densidad de los irracionales

mDCResdensosiysblosiVxy e R, x <y = dd €D, x <d < y.
m Q es denso.

Teorema

R \ Q # @&. En particular, existe un irracional h entre 0 y 1.

Lema

Para todos los r,s € Q tales que r < s, existej € R\ Q tal quer < j < s.
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Densidad de los irracionales

mDCResdensosiysblosiVxy e R, x <y = dd €D, x <d < y.
m Q es denso.

Teorema

R \ Q # @&. En particular, existe un irracional h entre 0 y 1.

Lema
Para todos los r,s € Q tales que r < s, existej € R\ Q tal quer < j < s.

Teorema

R \ Q es denso.
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Ejercicios para hoy

Con lo visto esta clase, pueden terminar el P1.
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Ejercicios para hoy

Con lo visto esta clase, pueden terminar el P1.

Pregunta

Si partimos una recta en una “parte izquierda” y una “parte derecha”, ;cémo
queda donde se parti6? ‘e ?
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Ejercicios para hoy

Con lo visto esta clase, pueden terminar el P1.

Pregunta

Si partimos una recta en una “parte izquierda” y una “parte derecha”, ;cémo
queda donde se parti6? ‘e ? .

Respuesta

Toda particion R =7 U D talque Vr € I, s € D, r < s esta determinada por
un punto a € R, de manera que se da exactamente una de las siguientes:

m /= (—00,a)yD = [a,c0), 0 bien.
m /= (—00,alyD = (a,o0).
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