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Parte de estas notas pretenden llenar algunos huecos (desde el punto de vista de un
estudiante) de los capitulos iniciales del nuevo libro “Set Theory” de Kenneth Kunen,
para facilitar la lectura. También hay una pequefia introduccién al Axioma de Martin,
a los subconjuntos cerrados y no acotados de cardinales regulares, y a los cardinales
medibles.

Una version preliminar de este apunte sirvié de complemento a las clases que di en
la UNC durante la primera mitad de 2016. @
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0. Preliminares

Para el desarrollo del contenido que sigue, es conveniente tener manejo de las nociones elemen-
tales de matematica discreta (por ejemplo, ver [2, Secc. 1.3]. Entre ellas, las definiciones bdsicas
de relaciones, funciones, tipos de relaciones binarias, posets (conjuntos parcialmente ordenados),
6rdenes totales e isomorfismo de posets.

Definicion 0.1. Sea A un conjunto y R una relacion binaria sobre A. R es bien fundada si todo
subconjunto no vacio X de A tiene elemento R-minimal:

VX CAX#@ — 3dmeXVxeX(x Rm)).

En general, suponemos también en estas notas familiaridad con las definiciones iniciales del
libro de Kunen [8], especialmente desde 1.4 a 1.7.11 inclusive. En particular, es conveniente tener
alglin conocimiento de

1. qué es una formula en la l6gica de primer orden ([8, Secc. I.2] o bien [2, Secc. 1.2];
para una discusion informal de este tema, pueden referirse a la pagina de blog http://p.
sanchezterraf.com.ar/?p=272),y

2. cudles son los axiomas de ZFC,

que detallamos por completitud a continuacion.

0.1. Los Axiomas de ZFC

Las siguientes son abreviaturas de las oraciones de primer orden que forman el conjunto de
axiomas ZFC.

» Existencia. Existe al menos un conjunto.

dx :x =x.

» Extensionalidad. Dos conjuntos son iguales si y s6lo si tienen los mismos elementos.

Vx,y:x=yeo Vz(zex o zey).

» Fundacion (Regularidad). La relacion € es bien fundada en el universo de conjuntos.

Vx(x#@ > 3dyex:Vzex(z¢y)).


http://p.sanchezterraf.com.ar/?p=272
http://p.sanchezterraf.com.ar/?p=272

Pares. Dados x e y, existe un conjunto que contiene (como elementos) a ambos.

Vx,ydc:x€cAyE€c.

Union. Dado un conjunto x, hay un conjunto que incluye a la unién [ x de todos los conjuntos
que pertenecen a x.
Vx3u : Vy e xVz € y(z € u).

Conjunto Potencia o de Partes. Dado un conjunto x, existe un conjunto que contiene a todos
los subconjuntos de x.
Vx3p : Vy(Vz € y(z €x) > y € p).

Separacion (Comprension). Para todo x, pardmetros ¥ = xi,...,x, y toda “propiedad”
¢(y,x), existe el subconjunto de x formado por los y que cumplen con dicha propiedad. Es
decir, para toda formula de primer orden ¢(y,X) que no tenga a s como variable libre, el
siguiente es un axioma:

VxVxds : Vy(y € s & ¢(y,X) Ay € x).

Infinito. Existe un conjunto inductivo.

Ax:@exAVy(yex - yU{y}ex).

Reemplazo. Para cada “funcién definible” con pardmetros x (con grafico ¥ (-, -, X)), la imagen
de un conjunto por esa funcion estd incluida en un conjunto. Es decir, para toda férmula
¥ (+,-,X) que no tenga a r como variable libre, el siguiente es un axioma:

Va,x: (Vy ex3Alz:y(y,z,%) » Ir:Vy exFz(Y(y, 2, %) Az €r).

Eleccion (AC). Para todo conjunto x de conjuntos disjuntos no vacios, existe un conjunto que
corta a cada uno en exactamente un punto.

Vx((Vy,wex:yi@/\—ﬂt:tey/\tew)—>EIc:Vyex(3!z(z€y/\z€c))).

Para obtener las oraciones de primer orden que forman la teoria ZFC, hay que reemplazar algunas

expresiones por su definicién. En primer lugar toda referencia al conjunto vacio @ de la forma

¢(@) (con ¢ una férmula atomica) debe reemplazarse por

v (=3u (u € v) A p(v)).

Sin embargo, esto se puede simplificar en algunos casos, por ejemplo, para la expresion “y # @7

en el Axioma de Eleccién corresponderia

=(Fv (=Fu (u ev) Ay =v)),

aunque en presencia de los otros axiomas basta con escribir Ju (u € y).
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En el Axioma de Infinito debe reemplazarse “y U {y} € x” por la férmula
w(Vi(teweot=yViey)Awex).

Como ultimo detalle técnico, las cuantificaciones “relativas” de la forma Vx € yp(x) se
pueden escribir usando los cuantificadores estdndares: Vx (x € y — ¢(x)), y el 3! también se
puede expresar usando s6lo V'y 3:

Az (z) :=3z: 0(2) AV (e(Z) = 7' =2).

Dado un conjunto de axiomas B, usaremos B~ para B sin Fundacién, B — P para B sin el
Axioma de Partes, y BC denotard B junto a AC. ZF son todos los axiomas menos AC y Z son
todos los axiomas menos AC y Reemplazo.

Advertencia. Es extremadamente frecuente el uso de la notacién “supra —” para indicar la
ausencia del axioma de partes. De manera que si la persona lectora se encuentra con ZF~ 6
ZFC™ en la calle, probablemente se refieran a lo que aqui nombramos como ZF — Py ZFC - P,
respectivamente.

Finalmente, agrego unas palabras relativas a titulo de estas notas. Originalmente llamadas
“Apunte de Teoria de Conjuntos”, mutaron a la contraccion Conjunteoria que se acerca muchisimo
mads al “Set Theory” anglosajén y también al original “Mengenlehre” en el alemédn de Cantor. El
neologismo también fue inspirado decisivamente por reuniones informales con estudiantes de
grado de la Universidad Nacional de Cérdoba para discutir problemas elementales de esta drea
durante 2017, que atinadamente fueron bautizadas Conjuntadas por Felipe E. Gonzdlez.

0.2. Ejercicios

Los ejercicios de esta seccion cumple un rol “nivelador” y la intencidn es que sean resueltos
intuitivamente, aunque tratando de identificar cudles axiomas juegan un rol en cada demostracion.

Con excepcion hecha de los “ejercicios estrella”, (marcados con con un asterisco (*)), esta
primera guia deberia ser accesible para las y los lectores que quieran abordar este material.

x0.1. Sea (x,y) = (x,y) := {{x}, {x, y}}. Demostrar que

(x,y)=(z,w) siysélosi x=zy y=w. (1)
x0.2. (*) La definicién de par ordenado {((x,y)) := {x, {x, y}} no es buena. Pensar cémo podria

fallar. (No se puede probar sin Fundacién que cumpla con la condicién (1)).

Los siguientes ejercicios explotan la idea de diagonalizacién. El primero da una manera
uniforme de elegir algo fuera de un conjunto.

x0.3. Sear(X) :={x € X : x ¢ x} (r por “Russell”). Probar que para todo X, r(X) ¢ X. (Ayuda:
r(X) er(X)M.



x0.4. Probar que la clase V de todos los conjuntos no es un conjunto (r(V) seria un conjunto).

x(0.5. (Cantor) Probar que no hay suryeccién de X en 9 (X). (Ayuda: habria un b tal que
fb)={xeX:x¢ f()D.

Diremos x <. y 6 |x| < |y| (respectivamente, x =, y, x = y 6 |x| = |y|) si hay una inyeccion
(biyeccién) de x en y, y escribiremos x <. y 6 |[x| < |y| six < y y x #. y. Como es usual,
usaremos y >, X y y >, x similarmente. Se puede probar (usando el Teorema 3.5 més abajo) que
la relacion <, es transitiva.

Un conjunto x es contable si x <. N, e incontable en caso contrario.

Denotaremos “ B al conjunto de las funciones de A en By A! al conjunto de las biyecciones de

||AI

A en A. Cuando definamos cardinales, escribiremos |B|'“! para el cardinal de 4 B y tendremos una

notacién mds aritmética (pero menos mnemotécnica). Por tltimo, definimos
0:=02, 1 := {0}, 2:={0,1}. (2)
x0.6. Paratodo X, X <. 9 (X) =. X2.
x0.7. Probarquesi BNC =@, 8%CA =, BA X CA. Ademds € (BA) =, “BA.
x0.8. (*) Sea A =N 6 R. Probar que 9 (A) <. A! U A. (Esto vale en general para todo A).

x0.9. Supongamos que para cada A € o existe B € o tal que A <. B. Probar que para todo
Aed,A<. 4.

x0.10. (*) Sea I un conjunto arbitrario y para cada i € I, sean x; € R=%. Definimos 3 ,; x; como:

in = SUP{ZZ:Mik cixe€l, ne N}

i€l
Probar que si ) ;c; x; < oo, entonces x; = 0 salvo para un conjunto contable de indices i.
(Ayuda: unién contable de conjuntos contables es contable).

Es importante notar que la ayuda del ejercicio anterior depende del Axioma de Eleccion.

x0.11. (*) Demostrar que hay una funcion (necesariamente inyectiva) r +— A, entre R y 92 (N) tal
quer <s & A, C A,.

0.3. Predicados y clases; relaciones de clase y funciones de clase

El manejo de féormulas de primer orden sin ningun tipo de asistencia notacional es simamente
arido. Por ello introduciremos algunos conceptos informales que nos ayuden a trabajar con aquéllas.

Un predicado es simplemente una formula de primer orden donde alguna de las variables han
sido “distinguidas”. Ejemplos de predicados son los siguientes:

1. P(x) :=x ¢ x;
2. P(b):=b € a;

3. P(x) := T (constantemente verdadero).



A continuacion, uno querria poder hablar de la familia C de los conjuntos que satisfacen el
predicado P. Esta nocién informal se denomina clase y se denota

C:={x:Px)} 3)

Es importante notar que esto no es ni denota un conjunto. En particular, el Ejercicio x0.4 nos dice
que el hecho de darle sentido a expresiones arbitrarias del tipo “C € b” lleva a contradicciones. Sin
embargo, la expresion “b € C” no lo hace y, de hecho, significa exactamente P(b). Por ello, si P(x)
se corresponde con la férmula ¢(x,%) y C estd dada por la Ecuacién (3), entonces la expresion
informal “b € C” denotard la férmula ¢ (b, ). Siguiendo con este razonamiento, si D := {x : Q(x)}
escribiremos C = D para denotar que tenemos una demostracion de que Vx : P(x) < Q(x). En
el caso de que s6lo tengamos una prueba de la ida, Vx : P(x) — Q(x), diremos que C es una
subclase de D y lo denotamos por C C D.

Algunas operaciones elementales de conjuntos tienen sentido al aplicarlas a clases; por ejemplo:

CND={x:P(x)AQ(x)}
CUD={x:Px)vQO(x)}
D° = {x:=Q(x)}.

Idenficaremos, todavia informalmente, todo conjunto b con la clase {z : z € b}. De este modo,
si en un contexto podemos probar que Vz : P(z) <> z € b, entonces diremos que “{x : P(x)}
existe” o que “{x : P(x)} es un conjunto” y escribiremos {x : P(x)} = b. Este tipo de abreviatura
permite expresar al Axioma de Separacion de forma muy sucinta:

Toda subclase de un conjunto es un conjunto.

En general, las expresiones que involucren clases so6lo se considerardn validas si pueden expre-
sarse sin utilizarlas, como en los ejemplos de arriba.

Definicion 0.2. La clase de todos los conjuntos es V := {x : x = x}, también llamada el universo.

Un ejemplo para entender mejor el uso de clases es la Definicion 0.1. Veamos de qué manera
se puede generalizar a clases. Entonces, sea A = {x : ¢(x)} una clase, R una relacion de clase dada
por la férmula i (x, y) binaria y consideremos dos posibles enunciados, que podrian interpretarse
como “R es bien fundada sobre A

(E) toda subclase no vacia X de A tiene elemento R-minimal;
o bien
(F) todo subconjunto no vacio X de A tiene elemento R-minimal.

En este ejemplo, la afirmacién (E) es un esquema y no puede escribirse como una férmula de
primer orden en el lenguaje de la Teorfa de Conjuntos. La afirmacién (F), en cambio, si es una
formula (construida usando las formulas ¢ y ¢ que definen a A y R, respectivamente).

Ejercicio 0.3. Escribir dicha férmula. Convencerse de que el enunciado (E) involucra una cuanti-
ficacion sobre todas las formulas.



De ahora en adelante, cuando digamos que una relacién es bien fundada sobre una clase, nos
referiremos a la férmula dada por (F).

Introducimos también las relaciones de clase binarias, que simplemente son predicados con
dos variables distinguidas. Ademds de la relacién de pertenencia €, un ejemplo paradigmatico
viene dado por la inclusién (de conjuntos, ahora):

xCy:=Vz:z€x - z€y.

Finalmente, las funciones de clase son relaciones de clase R tales que se puede demostrar su
funcionalidad:
Vy3lz : R(y, 2). 4)

y en ese caso podemos introducir un nuevo simbolo F(y) que denote al tinico z que existe para
dicho y. La relacién R entonces pasa a escribirse como F(y) = z (de manera que esta ultima
expresion es la que se corresponde con una férmula de primer orden). Mds en general se pueden
considerar funciones cuyo dominio no es todo el universo, sino una clase A o un conjunto x. En ese
caso, se debilita la funcionalidad expresada en la Ecuacién (4) a Vy € x 3!z : R(y, z) y decimos
que la funcién de clase F estd bien definida sobre x, o que x es su dominio.

Tienen sentido entonces algunas de las operaciones elementales que involucran funciones. Por
ejemplo, la imagen directa de una clase (3) por la funcién F se denota por

F“C, F[C], obien {F(x):x¢€C},

y se corresponde con la clase {z : 3x (x € C A F(x) = z)}. Andlogamente, al caso de Separacion,
las funciones de clase nos abrevian el enunciado del Axioma de Reemplazo:

Para todo conjunto x y toda funcion de clase F con dominio x, F * x es un conjunto.

Las definiciones anteriores se generalizan naturalmente a mayor cantidad de argumentos (rela-
ciones de clase ternarias, funciones de clase binarias o ternarias, etcétera). Sin embargo, hay que
notar que el enunciado de Reemplazo involucra solamente funciones de clase unarias.

0.4. Ejercicios

En los siguientes ejercicios, trabajar en la teoria de Zermelo sin Fundaciéon Z~. Para los que
tienen al final un “Modley” (@), hay una ayuda en el Apéndice A, y para los que tienen una (9, una
solucién en el Apéndice B.

x0.12. Escribir una férmula de primer orden ¢(x, y, z) en el lenguaje {€} tal que

¢(a,b,c) siysolosi c¢=(a,b).

x0.13. Probar que si ¢ es un conjunto no vacio, entonces (& = {x : YU € o (x € U)} es un
conjunto. De hecho, para este ejercicio s6lo se usa Separacion y Extensionalidad. ©
x0.14. Demostrar que A X B := {(x,y) : x € A Ay € B} es un conjunto.

x0.15. Probar que si el conjunto f es una funcién entonces su dominio y su imagen son conjuntos.
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Notar que el Axioma de Reemplazo habla de la imagen de una funcién definible (i.e. una funcién
de clase), no de un conjunto de pares.

x0.16. Probar que (& U {X}) = (U %) U X (un poco tedioso pero sale).

x0.17. Si us6 Fundacioén en el Ejercicio x0.3, hdgalo de nuevo. Recuerde, a nadie le interesa ese
axioma. Idem Ejercicio x0.1.

1. Ordinales

En este apunte, igual que en el libro de Kunen, trataremos de desarrollar los resultados basicos de
la Teoria de Conjuntos evitando usar los Axiomas de Fundacién y de Partes. Es decir, trabajaremos
principalmente en la subteoria ZF— P.

Definicion 1.1. 1. Una relacién binaria R sobre un conjunto es un buen orden si es un orden
total bien fundado.

2. Un conjunto x es fransitivo si para todo para todos los z,y, si z € y e y € x, entonces 7 € x.

3. Un conjunto @ es un (niimero) ordinal si es transitivo y estd bien ordenado por la relacién
{(x,y) : x,y € @ Ax € y}. Laclase de los ordinales sera llamada Ord.

Salvo indicacién en contrario, las letras griegas mindsculas denotardn ordinales. Se puede
probar que x € @ € Ord implica x € Ord, y que @ € B siy sélo si @« C 8 (considerando el minimo
de B \ @), y como consecuencia de esto se obtiene el siguiente

Teorema 1.2 ([8, Thm. 1.7.11]). Ord es una clase transitiva y estd bien ordenada por € (todo
subconjunto no vacio x C Ord tiene elemento minimo).

Demostracion. Para ver que se da tricotomia: dados a, 8 € Ord, 6 := @ N B es ordinal y se hacen
casos basadosen (6 =aVoCa)y(d=8BVCp).

(13 2

Usaremos entonces “<” en lugar de € para ordinales.

Corolario 1.3 (Paradoja de Burali-Forti). Ord no es un conjunto.

Demostracion. St lo fuera, seria un ordinal, lo que contradiria la irreflexividad de € sobre Ord.

1.1. Numeros Naturales e Induccion

Los primeros ordinales son 0, 1 y 2 (como aparecen definidos en la Ecuacién (2)). A continua-
cién enumeramos mas definiciones basicas relativas a ordinales. LLa funcién sucesor, esta definida
para todo conjunto de la siguiente manera:

S(x) :=x U {x}.
Lema 1.4. Para todo ordinal a, S(a) € Ord.

Definicion 1.5. Sea o € Ord.



1. « es sucesor si es de la forma S(B) para algin ordinal 8. Si @ # 0 no es sucesor, entonces es
(un ordinal) limite. La clase de los ordinales limite se denota con Lim.

2. « es un némero natural si para todo 8 < a,  es 0 o sucesor.
3. w :={n : nesnatural} es la clase de todos los niimeros naturales.

Lema 1.6. Un ordinal « es sucesor si y solo si tiene elemento mdximo.
Usando que los ordinales son transitivos obtenemos:

Lemal.7. 1. n € w implica S(n) € w.

2. La clase w es transitiva.

Teorema 1.8 (Principio de Induccién Ordinaria, [8, Thm. 1.7.19]). Si X es una clase tal que 0 € X
yVn(ne X — S(n) € X), entonces w C X.

Demostracion. Por el absurdo, considerando el menor elemento de S(n) \ X paraalginn € w\ X.
Se llega a una contradiccion usando el Lema 1.7.

Lema 1.9 ([8, Def. 1.6.5]). Para todo par de conjuntos A, B, AX B :={{a,b) :a€ AANDb € B} es
un conjunto.

Definicién 1.10. BA = 4B := {f : f es funcién de A en B}.

Para ver que la clase 4 B es un conjunto, hay que usar el Axioma de Partes. Sin usarlo, de todos
modos, se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 1.11. 1. Para todo n € w, "B es un conjunto.
2. “B:={f:3new(f:n— B)} esun conjunto.

Demostracion. El primer item se prueba por Induccion Ordinaria. Es importante destacar que se
satisfacen las hipotesis del Teorema 1.8 porque X := {n : "B es un conjunto} es efectivamente una
clase: el predicado “"B es un conjunto” se puede expresar con una férmula de primer orden.

El caso base, 0 € X, se da puesto que "B = {@}.

Supongamos que n € X, es decir, "B es un conjunto. Observemos que si f : S(n) — B,
entonces f = f [ n U {(n, f(n))}. Podemos entonces definir una funcién

(F,x) » FU{{(n,x)} 5

que mandauna F € "By un x € B en una funcién de S(n) en B, y toda funcién de S(n) en B viene
de un par asi. Por hipétesis inductiva, "B es un conjunto y por el Lema 1.9, "B X B también lo es.
Luego, la imagen de dicho conjunto por la funcién (5), "B, es un conjunto por el Axioma de
Reemplazo. Entonces S(n) € X. Por el Principio de Induccién Ordinaria concluimos que w C X.
Para el segundo item, consideremos la funcién de clase n — "B. La imagen de w por esta
funcion, {"B : n € w}, es un conjunto (aplicando Infinito y Reemplazo), y finalmente ““B =
U{"B : n € w} también lo es por el Axioma de Union.

Teorema 1.12 (Principio de Induccién en Ord). Sea X una clase. Si se dan las siguientes condi-

ciones:
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1. 0 € X;
2. a € X implica S(«a) € X para todo a;y
3. Siyelim (Va<y,aeX) >yelX,

entonces Ord C X.

Este resultado también se conoce como Principio de Inducciéon Transfinita.

1.2. Ejercicios

x1.1. Probar los Lemas 1.4y 1.6.

x1.2. Paran,/ € w,n > [ implica que existe m > [ tal que n = S(m).

x1.3. Si X es un conjunto de ordinales, | J X es un ordinal y es el supremo de X.

x1.4. Si C es una clase no vacia de ordinales, entonces () C es el minimo de C.

1.3. Ordinales como tipos de buenos érdenes

Definicion 1.13. Un isomorfismo entre los posets P := (P, <F) y Q := (Q, <Q) es una funcién
biyectiva f : P — Qtalque x <¥ y <= f(x) < f(y). Si hay tal f, entonces decimos que los
posets son isomorfos y escribimos P = Q.

Lema 1.14. Sean 6 € Ord, X C Ord un conjunto con el orden heredado y sea f : (X, <) — (0, <)
un isomorfismo. Luego f({) < { para todo { € X.

Demostracion. Por el absurdo. Tomemos el menor ¢ tal que f({) > {;luego ¢ < f({) € dyen
consecuencia ¢ € 6. Como f es sobre, existe 8 € X tal que f(B8) = ¢ < f({). Luego B < { puesto
que f esunisomorfismo. Por minimalidad de ¢ tenemos { = f(8) < 8 < £, una contradiccion.

Corolario 1.15 (Rigidez de los ordinales). Sean a,8 € Ordy f : @« — B iso. Luego @ = By
f =1id,.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que @ C S (de lo contrario, considerar el
isomorfismo f1).

Por el Lema 1.14, f(x) < x para todo x € a. Esto implica f(x) < a, y al ser f sobreyectiva,
obtenemos que 8 C a y en conclusién son iguales. Usando el mismo Lema con el isomorfismo
!, obtenemos f~!(x) < x para todo x € 8 = @. Aplicando f a ambos lados de la desigualdad,
conseguimos

F(f1(x) < f(x) = x < f(x) paratodox € a.

En conclusién, f es la identidad en a.

Corolario 1.16. Sea R un buen orden sobre A. Luego hay a lo sumo un a € Ord y un isomorfismo
h:{A,R) — {(a,€).
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Demostracion. Supongamos h : (A,R) — {(a,€)y I’ : (A,R) — (@, €) isomorfismos. Luego
I’ o h™! es un isomorfismo de @ en a’, luego debe ser la identidad por rigidez. En conclusién,
h=hya=a

En caso de existir, llamaremos a ese ordinal « el tipo de orden (o simplemente “tipo”) de (A, R)
y lo denotaremos con type(A; R). Si se puede deducir del contexto, lo abreviaremos a type(A) 6

type(R).

Definicion 1.17. Sea R una relacién binaria sobre A. El segmento inicial determinado por a € A
es el conjunto de sus R-predecesores:

pred, g(a) =pred(a) =al :={x € A:x Ra}.
Lema 1.18. Sea h : (A, R) — (X, <) un isomorfismo. Luego
1. h preserva segmentos iniciales: h[al] = h(a)].
2. SiBC A, h | Besiso sobre su imagen.
Corolario 1.19. Si h : (A,R) — {a, €) es un iso sobre un ordinal y a € A, entonces h|a|] = h(a).
Demostracion. Por ser a transitivo, h(a)| = {B: B € h(a)} = h(a).

Ejercicio 1.20. Si (A, R) y (X, <) son 6rdenes totalesy 4 : A — X, entonces & es un isomorfismo
si y sélo si es sobre y cumple con Va,b € A(a R b = h(a) < h(b)).

Ejercicio 1.21. Probar que si F es una funcién de clase y x es un conjunto incluido en el dominio
de F, entonces F' | x es un conjunto. Formalmente: Sean x y ¢(y, z, X) que cumplen las hip6tesis
de Reemplazo; luego existe una funcién (conjunto) f tal que para todo y € x, se da ¥ (y, f(y),X).

Teorema 1.22 (Ordinales son los tipos de buenos 6rdenes). Sea R un buen orden sobre A. Luego
existe type(A; R). Mds aiin, el (iinico) isomorfismo [ : (A, R) — type(A; R) viene dado por

f(a) =type(al) = type(al; R T (al)).

Demostracion. Diremos que a € A es bueno si existe el ordinal type(a]) isomorfo a su segmento
inicial (con la relacion de orden inducida). Llamemos G al subconjunto de los elementos buenos
de A. Por el Corolario 1.16 de Rigidez, hay un tnico isomorfismo 4, : a| — type(a]) para cada
a € G. Veamos que:

(1) Paratodoa € G ytodoc R a,sedaque c € Gy h,(c) =type(cl).

Supongamos que a € Gy ¢ R a, es decir ¢ € a]. Luego la restriccion del iso h,, h, | (cl) 1 ¢] —
ha[cl] es iso (por el Lema 1.18.2) y aplicando el Corolario 1.19, h,[cl] = h,(c) es un ordinal;
por lo tanto debe coincidir con type(c|) por Rigidez. Concluimos que ¢ € G.

Probaremos que la funcion f definida por f(a) := type(al) es un isomorfismo de (G, R) sobre
un ordinal. Asi como estd definida, es una funcién de clase con dominio de definicién igual a G, asi
que por el Ejercicio 1.21 obtenemos que se corresponde con una funcién-conjunto (que denotamos
con el mismo nombre). En consecuencia, su imagen es un conjunto.
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Veamos que f preserva el orden: usando (), ¢ R a implica

f(e) =type(cl) = ha(c) € type(al) = f(a)

y luego es iso sobre su imagen por el Ejercicio 1.20.

Para ver que la imagen de f es un ordinal basta ver que es un conjunto transitivo: sin € f(a) =
type(al), entonces 1 = h,(c) para algin ¢ € a| por ser h, : a| — type(al) sobreyectiva; pero
luego por () 7 = h,(c) = type(cl) = f(c) y entonces también estd en la imagen.

Veremos por ultimo que G = A, asi que f es un isomorfismo de (A, R) sobre img( f). Por (),
resulta que G es un conjunto decreciente de A. Si A \ G fuera no vacio, y e es su menor elemento,
deberia ser G = e|. Pero entonces e| = img( f), un ordinal, y por ende e € G, absurdo. Entonces
G = A y queda demostrado el Teorema.

Corolario 1.23. Para cada B < type(A; R), existe a € A tal que B = type(al).

Demostracion. Considerar el isomorfismo f dado para el Teorema 1.22; como es sobreyectivo,
existeun a € A tal que 8 = f(a) =type(al;R | (al)) = type(al).

Lema 1.24. Sea (A, R) un buen orden’y X C A. Luego type(X; R) < type(A; R).

Demostracion. Por el Teorema 1.22, podemos reemplazar a A por un ordinal @ = type(A) y a R
por <. Sea ¢ :=type(X) y sea f : X — ¢ isomorfismo. Por el Lema 1.14, f(x) < x € « para todo
x € X. Luego type(X) = f[X] € a =type(A). En conclusion, type(X) < type(A).
1.4. Aritmética ordinal

Definicion 1.25. El producto ordenado P - Q de dos posets P y Q es el poset (Q X P, <j,) con el
orden lexicogrifico:

(1, P1) <iex (92.92) &= q1 <¥q2V (g1 = g2 A p1 <* p2).
Definicion 1.26. 1. La unién disjunta de dos conjuntos A y B es el conjunto

A®B:={0} x AU{l} xB.
2. Dados a, B € Ord, la suma ordinal es

a+p = type((a ® B, <lex))»

y el producto ordinal se define como

@ - B :=type({B X @, <jex)),
donde en cada ordinal consideramos el orden estandar < = €.

La regla mnemotécnica para recordar como se define el producto ordinal es leer a - 8 como “a
repetido S veces”; es decir, se toma el buen orden (8, €) y se reemplaza cada punto por una copia
del orden {a, €).

Se confirma entonces que el sucesor ordinal efectivamente se corresponde con “sumar 1”:
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Ejercicio 1.27. o + 1 = S(«), y ademds la suma ordinal es asociativa: @ + (B+7y) = (e + ) + 7.

Ayuda. Bastaverquea @ (B@y) = (a®pB) @ vy.

Proposicion 1.28. La suma preserva supremos limite en la segunda variable. Es decir, siy € Lim,
a+y=sup{a+d:6 <y}

Demostracion. Sea s :=sup{a + 6 : § < y}. Veremos las dos desigualdades.
Notemos que sid < y,a ®d € a @ y. Luego por el Lema 1.24,

a+06 =type(a ®0) <type(a®y)=a+vy.

Entonces s < a + 7.

Para la otra direccién, observemos que @ + vy no tiene dltimo elemento, asi que a + y =
sup(a +vy) =sup{B : B < a +7y}. Luego, para probar @ +y < s basta ver que para todo 8 < @ +7y
existe 0 < ytalque 8 < a+9.

Sea f:a+y > a®yiso,y B < a+7y.Luego hay § < y tal que f(B) < (1,0) (se puede
tomar ¢ como la segunda componente de f () si es menor a y, y sino 0). Sea 8/ < a + vy tal que
f(B") =(1,0); tenemos entonces 5’ > 5. Luego f ' 5’ : B/ — (1,0)] esiso. Pero (1,0)] =a ®d,
asi que 8’ = a + ¢ por rigidez.

1.5. Ejercicios

En los siguientes ejercicios, las primeras letras del alfabeto griego denotardn ordinales.
x1.5. Probar que ningtin buen orden estricto es isomorfo a uno de sus segmentos iniciales.
x1.6. Representar a w + w y a w - w como subposets de R.

x1.7. Probar quesi 8 < y,entonces @ + 8 < a +7.

x1.8. Paratodo @ > S existe un dnicoy talque a = +vy. ®

1.6. Recursion en Ordinales

Junto a la observacion trivial de que @ ® 0 = @, el Ejercicio 1.27 y la Proposicion 1.28 implican
que la suma satisface las siguientes propiedades:

a+0=«

a+S(B) =S(a+p)
a+7y=sup{a+0:06 <y}, vlimite,

que pueden considerarse como una definicion recursiva de la suma ordinal.
En general, tenemos el siguiente resultado, que serd consecuencia del Teorema de Recursion
sobre relaciones bien fundadas (Seccién 2):

Teorema 1.29 (Recursion en Ord). Sea G : V XV — V una funcion de clase binaria. Luego hay
una tinica F : Ord — V tal que F (&) = G(&, F | &) para todo ¢ € Ord.
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Es decir, G viene definida por una férmula ¢(x, f, y, 7) en la que y depende funcionalmente de
xy f,y z son pardmetros; y la tesis enuncia que hay una tnica férmula (a més de equivalencia en
ZF~— P) ¥ (x,y, Z) que define una funcién F en Ord tal que para cada & € Ord, si f es la funcién
dada por el Ejercicio 1.21 paray con A = £ + 1, entonces se da ¢ (&, f | &, f(£),2).

Con este Teorema disponible, la definicidn recursiva de la suma se hace de la siguiente manera:

= Definiremos “sumar « a la izquierda”, es decir, F(¢) = a + ¢ (@ es un parametro).
= Para esto, la funcién G da a si & = 0 (notar que la funcién parcial f es vacia: F' [ 0 = 9);

= G usa el valor anterior de F si & es sucesor (i.e., de la funcién parcial f s6lo me fijo en el
ultimo valor que tomo);

= sino, usa todos los valores anteriores si & es limite, y toma el supremo.

Es decir,
a =0

S(f(B)) f es una funcién y dom f = S(f)
sup(img f) f es una funcién y dom f € Lim

G(f) =1

%) en caso contrario.

La dltima cldusula asegura que G estd definida para todos los argumentos.

Ejercicio 1.30. Escribir la férmula ¢ que corresponde a esta G. Pueden utilizarse las abreviaciones
S(), U, img, @, dom y Lim.

Por ejemplo, a + 0 = F(0) = G(F 1 0) = G(2) = a,
a+1=F(1)=G(FT1)=G{0,a)}) =S(f(0)) =S(a)
pues dom f = {0} = S(0), y asumiendo que F (1) = @ + n para todo 1 € w,
@+w=F(w)=G(F | w)=sup(img(F [ w)) =sup{a+n:ncw}.

Por ejemplo, demos una definicion recursiva del producto ordinal:

a-0:=0
a-(B+1):=(a-B)+a
a-y:=sup{a-6:06 <y}, ylimite,

Ejemplo 1.31. Probemos por induccién en Ord que el producto ordinal es monétono en la segunda
variable. Es decir, probaremos por induccién en ¢ que

Paratodoa ytodo f < ¢,sedaa-B < a- €.

Es obvio, porque si § < 0 entonces 5 = 0, y tenemos la (des)igualdad.
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m Supongamos que vale para £. Sea ahora S < £+ 1. Como antes, si son iguales es trivial;
entonces supongamos que 8 < £.

a-BLa-é hipétesis inductiva
=a-&+0 definicién de +
<a-é+a + es monotona (x1.7)
=a-(£+1) definicién de -

Nuevamente, supongamos 3 < y y probemos @ - 8 < a -y. Como a -y = sup{a - 0 :
0 < v}, debe ser mayor o igual que cualquier « - § con § < 7. En particular, para 6 = .

Definicion 1.32. Una funcién F : Ord — Ord es normal si es estrictamente creciente y preserva
supremos limite, i.e., F'(y) = sup{F(B) : B < y} cuando vy es limite.

Comentario. Las funciones normales resultan exactamente las que son crecientes y continuas en
la topologia del orden.

Proposicion 1.33. Sea F monotona creciente que preserve supremos limite. Entonces, F(sup X) =
sup F[X] para todo conjunto X de ordinales.

Demostracion. Si X tiene mayor elemento, es consecuencia directa de la monotonia. Para el caso
de que sup X sea un ordinal limite, se deben usar ambas propiedades. Queda como ejercicio.

Ejercicio 1.34. Dar ejemplo de funcién f que preserve supremos limite pero tal que existany € Lim
y X Cycony =supX pero f(supX) # sup f[X].
Corolario 1.35. Sea F normal. Entonces, F (sup X) = sup F [ X] para todo conjunto X de ordinales.

La suma ordinal es normal en la segunda variable por la Proposicién 1.28. Por su parte, la
funcién 8 +— « - B preserva supremos limite (por la definicion recursiva). Luego:

Corolario 1.36. Paratodoay X c Ord, a+sup X =sup{a+B: € X} ya-supX =sup{a-f8:
B e X}

1.7. Ejercicios

x1.9. Probar que S — « - S es estrictamente creciente para @ # 0 (es el mismo argumento del
Ejemplo 1.31). Luego es normal.

x1.10. Probar la Proposicién 1.33.

x1.11. Probar las siguientes propiedades de las operaciones ordinales:
a)a-(Bty)=a-B+a-y.® o) l+w=w<w+l.
bya-B-y)=(a-p)-v.® D2 w=w<w-2

x1.12. Definir recursivamente la operacion de exponenciacion de ordinales de manera que se
cumplan las leyes de los exponentes:

P =af P = (aﬁ)y.
y la continuidad o = sup{a” : v < 8} cuando S es limite y & > 0.
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a) (Tsaban [12]) ;Qué pasa cuando a = 0?

b) (Cudnto da 2¢? (no confundir con la exponenciacion cardinal).

x1.13. Sea &g := sup,, @, donde ap ;= Wy ap41 = w™. Probar que &) es el menor ¢ tal que

& = wh.

x1.14. Probar que los puntos fijos de una funcién normal no son acotados. ®

Una clase C de ordinales es cerrada si para cada conjunto no vacio X € C,sup X € C.
x1.15. Los puntos fijos de una funcién normal forman una clase cerrada.

En general, cuando una clase es cerrada y no acotada (en un ordinal o en Ord), se dice que es un
club. Luego, los puntos fijos de una funcién normal son un club en Ord.

Trabajando en ZF~, se puede dar una primera definicion por recursion en Ord de los conjuntos
V. de la jerarquia acumulativa.

Voi=0
Var1 =P (Va)
Vy = U{Ve @ <y}, v limite.
x1.16. Probar las siguientes:
a) Para todo ordinal a, V,, C V4.
b) a < B implica V, C Vp.
¢) Para cada «a, V, es transitivo.
d) @ CV,. En conclusion, @ € V4.
Se puede ver que el Axioma de Fundacion es equivalente a V = |J,ecorg Vo bajo ZF ™.
En la Seccion 9 daremos una definicién distinta de los V,, (y usaremos la notacién R(«)) que

no depende del Axioma de Partes. Sin embargo, para demostrar que son conjuntos, si hace falta
dicho axioma.

2. Induccion y recursion sobre relaciones bien fundadas

Los resultados de esta seccidn son independientes de los que involucran la aritmética ordinal y
cardinal. En particular, la notacién “n + 17 sélo se considerard un sinénimo de S(n).

Definicion 2.1. Sea R una relacion de clase y A una clase.

1. s es un R-camino de longitud n +1en Asin € w,n > 1, s es una funcién, dom(s) = n + 1,
img(s) CAyVYj<n,s(j) R s(j+1). Decimos que s es un camino en A de s(0) a s(n).

2. La clausura transitiva de R en A es la relacion R* definida por x R* y sii existe un camino
enAdexay.

La siguiente observacion elemental es la llave para los resultados posteriores.
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Lema () 2.2. Si R esunarelacionde clasey A es una clase conx, z € A, entonces son equivalentes:
= x R* z (via un camino de longitudn + 1);y

s [n=1yxRz]6[n>1yexisteuny € A tal que x R* y (via un camino de longitud n) e
y Rzl

Demostracion. (=) Supongamos que x R* z. Luego hay un R-camino s : n+1 — A, con s(0) = x
y s(n) = z.Sin =1, entonces x = s(0) R s(1) = z por definicién de camino. En caso contrario, si
n > 1, por el Ejercicio x1.2 existe m > 1 tal que n = m + 1 y la funcién s | (m + 1) es un camino
de x a y := s(m) de longitud n; es decir, x R* y. Por Gltimo, y = s(m) R s(m + 1) = z, y tenemos
la implicacién directa.

(&) Si x R z entonces podemos definir el R-camino {(0,x), (1,z)} de longitud 1 + 1 de x a
z como arriba. Por otro lado, en el caso de la segunda condicién, sea un R-camino s : n — A,
de longitud n de x a y, donde n > 1. Luego por Ejercicio x1.2 hayunm > 1 tal que n = m + 1.
La funcidén s” := s U {{n, z)} es un camino de longitud n + 1 entre x y z, puesto que por hipétesis

Vji<m,s'(j)=s(j)Rs(j+1)=s(j+1),yademas
ss(m)=s(m)=yRz=5"(n)=s"(m+1).
En conclusion, s’ atestigua que x R* z.

Lema 2.3. Si R es una relacion de clase sobre A, R* es una relacion de clase transitiva sobre A.

Demostracion. Fijemos x e y en A tales que x R* y. Probaremos, por induccién ordinaria en m,
que para todo z € A tal que y R* z via un camino de longitud m, se da que x R* z.

En este caso, tenemos x R* y R z, luego x R* z por el Lema () 2.2.

m Sea z € A, y supongamos que hay un camino de longitud m + 1 entre y y z. Por el
Lema () 2.2 existe w € A tal que w R z y hay un camino de longitud m entre y y w; por
hipétesis inductiva tenemos x R* w. Nuevamente el Lema () 2.2 asegura que x R* z.

Proposicion 2.4. La clausura transitiva R* de R en A es la menor relacion de clase transitiva
sobre A que contiene a R | A.

Variantes de notacion. Frecuentemente se utiliza “R*” para la clausura reflexiva y transitiva
de una relacion, y se reserva “R*” para la clausura transitiva.

Comentario. Si R es bien fundada, entonces R es irreflexiva, y se puede demostrar que su clausura
transitiva también lo es.

Es importante destacar que en el caso de una relacién R sobre un conjunto A, R* se puede
obtener como la interseccion de todas las relaciones transitivas (conjuntos) sobre A que contienen
a R [ A. Sin embargo, cuando A es una clase, este procedimiento es ilegal (no se puede escribir
“todas las clases” en la l6gica de primer orden).
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Definicion 2.5. Diremos que una relacion R de clase es conjuntista en A si para cada a € A,
pred,.z(a) es un conjunto.

Lema 2.6. Si R es conjuntista en A entonces R* también lo es.

Demostracion. Para cada a € A, sea D,(a) la clase de los x € A tales que x R* a via un camino
de longitud n + 1. Probaremos por induccién en n que para todo a € A, D,(a) es un conjunto.
Para comenzar, Dy(a) = @ por no haber caminos de longitud 1. Supongamos ahora que para n la
afirmacion es cierta, y sea a € A. Por el Lema () 2.2, tenemos

Dyii(a) = U{Dn(b) : b € al}.

El Axioma de Reemplazo asegura que {D,(b) : b € al} es un conjunto puesto que los D, (b) lo
son por hipétesis inductiva y a| lo es por ser R conjuntista, y el Axioma de Unidn garantiza que
D, +1(a) también lo es.

Finalmente, sia € A, pred, g-(a) = U{Dy(a) : n € w} esun conjunto por Infinito, Reemplazo
y Union.

Comentario. En [8, Lemma 1.9.5(2)] hay una prueba esencialmente igual a la que acabamos de
presentar, pero la descomposicion de los D, (a) es distinta aqui para poder aprovechar el Lema (:¢)
2.2.

Teorema 2.7 (Induccién Bien Fundada). Si R es una relacion de clase bien fundada y conjuntista
en A, y X es una subclase no vacia de A, entonces X tiene un elemento R-minimal.
Equivalentemente, si X satisface Vx € A (x| € X — x € X) entonces A C X.

Demostracion. Fijemos a € X. Si a es R-minimal en X, estamos. Sino, sea b un elemento R-
minimal del conjunto predg.(a) N X. Luego b es R-minimal en X, puesto que si y R b tenemos
y € predg.(a) por la transitividad de R* y entonces y ¢ X, por la minimalidad de b.

Teorema 2.8 (Recursion Bien Fundada). Sea R una relacion de clase bien fundada y conjuntista
sobre Ay sea G : VXV — V una funcion de clase. Luego hay una unica F : V — V tal que
F(a)=G(a,F | (al)) paratodoa € Ay F(x) =0 para todo x ¢ A.

Nuevamente, este enunciado se interpreta como el Teorema 1.29. Es decir, supongamos que hay
una férmula ¢ tal que Vx, s 3y ¢(x, s, y) y escribimos y = G (x, s) en lugar de ¢(x, s, y). Luego hay
otra formula y tal que Vx 3!y ¢ (x, y); y si f es la funcion dada por el Lema 1.21 para el conjunto
al U{a} ylaférmula y (es decir, f = F | (a] U {a})), entonces se daque f(a) = G(a, f [ (al)).
Mas atin, cualquier otra " que cumpla con la conclusion debe ser equivalente a i bajo ZF™— P.

Este Teorema incluye el caso en el que A es un conjunto, por lo que justifica también las
definiciones recursivas sobre relaciones bien fundadas en un conjunto.

Para probar este Teorema, necesitaremos definir el concepto de aproximacion a una solucion
de la ecuacion F(a) = G(a,F | (al)). Estas aproximaciones funcionaran analogamente a las
funciones A, de la prueba del Teorema 1.22. Sea, entonces, Aprox(d, i) la formula que dice:

1. d es “R-cerrado para abajo”: Vy € d, y| C d,;

2. hesunafuncioncondomh =d C A;y
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3. paratodoy € d, h(y) =G(y,h | (y])).

Es decir, & cumple con la definicién recursiva dentro de d. Observemos que d debe contener,
ademds de los predecesores de un y € d, todos sus R*-predecesores. Usaremos y|* para denotar el
conjunto predg.(y) de R*-predecesores de y.

Lema 2.9. Supongamos Aprox(d, h). Luego para todo z € d, z|* C d.

Demostracion. Lo probemos por induccién bien fundada. Para ello, sea z minimal en d tal que
zl" ¢ d,ie., existe un x € z|* \ d; en particular, x R z. Por el Lema (%) 2.2 existe un y tal que
x R* y R zyen conclusién y € d. Por minimalidad de z, tenemos que x € d, absurdo.

Definimos A, := h [ ({x} Ux]|") paratoda h con {x} Ux|" C dom A.
Lema 2.10. Si x € d y Aprox(h, d), entonces Aprox({x} U x|", hy).

Demostracion. En primer lugar, por el Lema 2.9, x|* C d, asi que la notacién h, tiene sentido aqui.
Veamos que d, = {x} Ux]" es R-cerrado para abajo. Supongamos y € d, y z R y; esto dltimo
implica que z R* y. Si y = x, entonces z € x|”, luego z € d,. Si y € x|, entonces z R* y R* x,y
por transitividad de R*, z R* x; en este caso también z € d,.

Finalmente, dom &, = d, por construccién y como d, es R-cerrado para abajo, cumple con la
ecuacion recursiva (puesto que valia en el conjunto mayor d).

Lema 2.11 (Unicidad de aproximaciones). Supongamos Aprox(d, h) y Aprox(d’, h’). Entonces
h(x) = I/ (x) para todo x € d Nd'. En particular, hy = h’. para todo x € d N d'.

Demostracion. En busca de un absurdo, supongamos que X = {x e dNd’ : h(x) # I(x)} es
no vacfo. Por induccién bien fundada, tomemos un elemento R-minimal x € X; en particular,
x| € dNnd'. Porla minimalidad de x, tenemos & [ (x|) = /' | (x]), asi que la ecuacién recursiva
implica lo siguiente:

h(x) =G(x,h [ (x])) =G(x, h' [ (x])) = h'(x).

Esto contradice la eleccién de x.
La dltima afirmacion se sigue de que {x} Ux|" € d N d’ por el Lema 2.9.

Prueba del Teorema 2.8. La férmula que define y = F(x) serd la siguiente:
(x¢AANy=0)V(xe€AAId, h(Aprox(d,h) Ax € d A h(x) =y)).

Es decir, el valor de F(x) es el valor de cualquiera de sus aproximaciones que tenga a x en su
dominio. Hay que verificar buena definicién y unicidad.

Para la buena definicion, hay que ver que dos aproximaciones & y &’ no pueden diferir en el
valor en x y que existe al menos una aproximacion con x en su dominio. La primera propiedad estd
asegurada por el Lema de unicidad de aproximaciones. La existencia se prueba por induccién bien
fundada. Debemos ver que para todo x € A existen d, h tales que x € d y Aprox(h, d).

Supongamos por el absurdo que X := {x € A : =3d, h : x € d A Aprox(h, d)} es no vacio; por
el Teorema 2.7 podemos tomar un a € X R-minimal. Por minimalidad, x R a implica x ¢ X. El
Lema de unicidad de aproximaciones permite aplicar el Axioma de Reemplazo usando el conjunto
al y la aplicacién x — hy; luego {h, : x € al} es un conjunto de funciones y nuevamente por la
unicidad, su unién es una funcién 7.
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Afirmacién. Aprox(al®,h).

Prueba de la Afirmacion. Sea x € al”; por transitividad de R* es inmediato que x| C al”. En
segundo lugar, el dominio de &, es {x} U x|", y es facil ver que la unién de todos estos conjuntos
para x R a da exactamente a”. Por tltimo, se cumple la ecuacién recursiva. Supongamos que
y € al”. Entonces y € {x} U x|"* = dom h, para algiin x R a. Entonces

h(y) = he(y) =Gy, he 1 (0)) =Gy, 7 T (V).

Sea ahorad = al* U {a} yseah := hU{(a,G(a,h | (al)))}. Igual que en la prueba de la
Afirmacion, obtenemos Aprox(d, h), lo que contradice la definicién de a.
La unicidad de F se sigue del Lema de unicidad de aproximaciones.

Prueba del Teorema 1.29. La relacién < = € es bien fundada sobre Ord y obviamente es conjun-
tista. S1G : VXV — V estd dada, la funcién F obtenida por el Teorema de recursién bien fundada
para G cumple con la ecuacidn recursiva necesaria sobre Ord.

3. Cardinales (sin Eleccion)

Definicion 3.1. X <. Y (respectivamente, X =, Y) significa que hay una inyeccién (biyeccién) de
X enY. Usaremos X <. Y paradenotarque X <. Y ynoseda X =.Y.

Diremos que un conjunto A es bien ordenable si existe un buen orden sobre él. Usando el
Teorema 1.22, esto equivale a que exista una biyeccidén con un ordinal.

Definicion 3.2. Un cardinal es un ordinal tal que @ <. « para todo @ € k. Si A es bien ordenable,
|A| denotara el tnico cardinal biyectivo con A.

Lema 3.3. Sea A bien ordenable. Luego para todo X C A, X es bien ordenable y | X| < |A|.

Demostracion. Sea R un buen orden de A de tipo «; por el Lema 1.24, type(X; R) < «, luego

| X| < type(X;R) < k.

Lema 3.4. Sea A bien ordenable, y sea f : A — B una funcion sobreyectiva. Luego B es bien
ordenable y |A| > |B).

Demostracion. Pongamos un buen orden sobre A y definamos g : B — A de la siguiente manera:
g(b) :=min{a € A : f(a) = b} =min f~(b).

Es inmediato que g es 1-1, luego B <. Ay se siguen las afirmaciones en la tesis.

3.1. Teorema CSB

El Teorema de Cantor, Schroder y Bernstein para conjuntos establece, sintéticamente, la anti-
simetria de la relacion de orden entre cardinalidades.

Teorema 3.5. Sean X e Y conjuntos, f : X — Y y g : Y — X funciones inyectivas. Entonces hay
una biyeccion entre X e Y.
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Usando la notacion de la Definicién 3.1, el enunciado del teorema anterior se puede escribir
sucintamente como:
X< YANY < X = X=7,

paracada X,Y.

Demostracion. Definamos por recursién en n € w,
Xo =X, X1 =¢(f(Xn)) Yo=Y, Yorr = f(g(Yn)).
Probemos primero por induccién que para todo n > 0,
Xn 28(Yn) 2 X1, Yu 2 f(X0) 2 Yot (6)

Paran =0, Xo = X 2 g(Y) 2 g(F(Y)) = X;. Supongamos por hipétesis inductiva que X, 2
g(Yy) 2 Xyu+1. Aplico g o f y obtengo

Xn+1 = g(f(g(Yn))) 2 Xn+2-

Pero g(f(g(Y,))) = g(Yy41), y tenemos el resultado.
Como fes 1-1, f(A\ B) = f(A) \ f(B). Luego

FXa\ g(¥n) = f(Xu) \ f(&(Yn)) = f(Xu) \ Visr1.

Como g es inyectiva, la inversa g=! : g(¥) — Y estd bien definida. Andlogamente al caso anterior,
g(Yn \ f(Xn)) = g(Yn) \ Xn+1 y luego

g (g \ Xus1) = Yo\ f(X,).

Por ultimo, si estipulamos que Xe = (), Xy ¥ Yoo = (), Y, Obtenemos por (6) (y usando la
inyectividad de f nuevamente) que f(X.) = Y. Entonces la funcién definida como

_ {ﬂx) six € Uy (Xa \ g(%) U Xao
g7 (x) six e Un(g(¥) \ Xun1),

es una biyeccion de X sobre Y.

Este teorema, con exactamente la misma prueba, vale para espacios medibles. La version
“boreliana” es la que sigue.

Teorema 3.6. Sean (X, &) y (Y,T) espacios medibles, f : X — Y y g : Y — X incrustaciones
medibles tales que f(X) € Ty g(Y) € &. Entonces (X, ¥ es isomorfo a (Y, ).

3.2. Ejercicios
x3.1. Hallar una biyeccion que atestigiie [0, 1) =, [0, 1] usando la prueba del Teorema CSB.

x3.2. Es fécil definir explicitamente una biyeccionentre {x e R : 0 <x <1}y{x e R:0<x <
V2}.
a) (Quétalunaentre {(x e Q:0<x<1}y{xeQ:0<x < V2}?

b) (*) (Existe alguna que preserve la relacién de orden (i.e. monétona)?' @

IEsto motiva un teorema muy interesante de Cantor sobre érdenes densos.
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3.3. Teorema de Hartogs y los Alef

En esta seccidn trabajaremos en ZF ™.

Probaremos mds adelante que AC implica que todo conjunto es bien ordenable (Teorema 4.8);
luego, utilizando este axioma, es inmediato que existen cardinales arbitrariamente grandes: para
todo «, |9 (k)| es estrictamente mayor que . Sin embargo, una de las ideas mads finas de la teoria
basica de cardinales muestra que se puede hacer casi lo mismo sin invocar eleccion.

Teorema 3.7 (Hartogs). Para todo conjunto, hay un cardinal k tal que k %, A.

Demostracion. Sea W := {(X,R) : R buen orden de X C A}, el conjunto de los buenos 6rdenes
sobre subconjuntos de A. Veremos que el conjunto de ordinales x := type[W] es un cardinal que
no se inyecta en A.

Probaremos ahora la siguiente propiedad:

(+) @ €e k & a <, A, para cada ordinal a.

(=) Sea a € «. Entonces existe (X, R) € W con a = type(X; R) e inmediatamente o <. A.
(<) Supongamos que f : @ — A es inyectiva. El buen orden de a induce via f un buen orden en
fla], isomorfo a @. Luego a = type(f[a]) € «.

Veamos que « es un ordinal. Para ello, basta ver que es transitivo. Supongamos que @ € 8 € k.
Por (+), @ <. B <. A, luego @ <. A y usando (+) nuevamente, @ € «.

Ahora, k es un cardinal. Si no lo fuera, k <. @ para algin @ < k. Pero (+) implica entonces que
Kk <c a <. A, entonces k <. A. Nuevamente por (+), k < k, absurdo.

Comentario. El cardinal « de la prueba se denota 8(A), especialmente en ausencia de AC. La
construccion de Hartogs sirve tanto para conjuntos finitos, e infinitos, y por (+) da el menor
cardinal con esa propiedad. Por tal motivo, si A es finito, X (A) es igual al nimero natural |A| + 1.

El Teorema de Hartogs también puede ser probado en Z~ (sin usar Reemplazo), si uno cambia
en el enunciado “cardinal” por “conjunto bien ordenable”. Para ello, uno tiene que definir xk como
el conjunto de clases de equivalencia de la relacion de isomorfismo sobre W.

En virtud de este resultado, se puede definir en ZF:

Definicién 3.8. Para cada ordinal a, a* es el menor cardinal méas grande que a. Los cardinales
incontables de la forma o™ se denominan sucesores y los demas, limites.

Llegamos a la definicién mds bella desde el punto de vista tipografico en la Conjunteoria.

Definicion 3.9. Definimos por recursién en Ord la funcion N:

N() =w, Na+1 =N"

(024

N, :=sup{Ns : 6 <y}, siy € Lim.

Es muy usual la notacién w, para N,, especialmente si se quiere referir a su caracter como tipo
de orden.

Teorema 3.10. La funcion N enumera todos los cardinales infinitos en forma estrictamente cre-

ciente.
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Demostracion. Probaremos que @ < g implica 8, < Ng por induccién en S. El resto (que cubre
todos los cardinales) queda como ejercicio.

El caso g = 0 es vacuo. Supongamos que 8 = & + 1, y por hipdtesis inductiva, X; < 8¢ para
todo ¢ < &. Observemos primero que por Hartogs, N5 < Ng_f = Ng41. Sea ahora @ < & + 1. Tanto si
a = ¢, como si @ < ¢ (usando la hipétesis inductiva), la observacion implica que X, < Rgyq. Por
ultimo, el caso limite se resuelve de forma elemental, por el Ejercicio x0.9.

Definicion 3.11. Card denota la clase de todos los cardinales infinitos.

3.4. Ejercicios
x3.3. Demostrar que |[R X R| = |N[R| = 2%o,

x3.4. a) Probar que @ < N, para todo a.

b) Probar que la imagen de la funcién @ — N, son todos los cardinales infinitos.

4. EIl Axioma de Eleccion

Escrito casi como una formula de primer orden en el lenguaje {€}, el Axioma de Eleccién (AC)
es la siguiente oracion:

VF : (VALBEF :A#+@A-Tt:1c ANteB) »3C:VAecF(z(ze AAzeC)).

De manera un poco mas legible, enuncia que para cualquier familia & de conjuntos no vacios, dis-
juntos dos a dos, existe un conjunto de eleccion (o transversal) C que los interseca en exactamente
un elemento.

Completaremos en lo que sigue las pruebas de equivalencia de algunos enunciados famosos
con el Axioma de Eleccion, trabajando mayormente en ZF~— P e indicando el uso del axioma de
partes.

Definicion 4.1. 1. AC" es la afirmacién que todo conjunto es bien ordenable.

2. El Lema de Zorn es el enunciado que para cada poset P, si toda cadena en P tiene una cota
superior, entonces hay un elemento maximal en P.

Luego, usando el Axioma de Reemplazo, AC* dice que todo conjunto estd en biyeccién con un
ordinal.

Lema 4.2. AC* implica el Axioma de Eleccion.

Demostracion. Sea % como en el enunciado de AC, y tomemos por AC* un buen orden de | J % .
Luego C :={minA : A € F}.

Definicion 4.3. El Principio Maximal de Hausdorff enuncia: Todo poset tiene una cadena maximal
(i.e., que no estd incluida propiamente en otra cadena).
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A pesar de no ser tan popular como el Lema de Zorn, el uso de este principio resulta en pruebas
ligeramente més cortas (y luego mds claras) que las que utilizan Zorn (jademds es més facil de
recordar!). Un ejemplo de esto es cuando uno quiere probar que todo espacio vectorial tiene una
base. El argumento usual dice que los conjuntos linealmente independientes (LI) estdn parcialmente
ordenados por C, y que la unién de una C-cadena de conjuntos LI es LI, que automdticamente
resulta cota. El Lema de Zorn asegura un elemento maximal 98, y luego se procede a probar, por
el absurdo que este conjunto LI genera.

Usando el Principio de Hausdorff podemos tomar una cadena maximal de conjuntos LI, y
tomamos su unién. Esta unién serd LI y luego el argumento por el absurdo continda igual.

Ejercicio 4.4. Probar que el Lema de Zorn y el Principio de Hausdorff son equivalentes.
Lema 4.5. (ZF™) El Principio de Hausdor{f implica AC*.

Demostracion. Sea A un conjunto; queremos construir un buen orden de A. Para ello, fijemos un
cardinal « tal que k €. A (por ejemplo, 8(A) dado por Hartogs). Sea & el conjunto de todas las
f €9 (kx A) tales que f es una funcion inyectiva de un subconjunto de x en A. & estd ordenada
por C. Por el Principio de Hausdorff, existe una cadena maximal ‘6 C % . Luego su unién f := (6
es una funcion.

Supongamos por el absurdo que img(f) # A. Seaa € A\ img(f) y fijemos a € « \ dom(f)
(que es no vacio porque k %. A). Entonces f” := f U {{(a,a)} es 1-1, y entonces € U { f'} es una
cadena mds grande que 6, una contradiccion.

Entonces A es bien ordenable por el Lema 3.4.

Lema 4.6. AC es equivalente a la afirmacion de que para toda familia F de conjuntos no vacios,
hay una funcion g : ¥ — \JF tal que g(A) € A para todo A € F.

La funcién g del Lema 4.6 se denomina selector o funcion de eleccion.
Demostracion. Ejercicio, o ver [8, Lemma [.12.3].

Lema 4.7 ([8, Lemma 1.12.13, (3) — (6)1]). AC" implica el Principio de Hausdorff.

Teorema 4.8. (ZF~) AC, AC*, el Lema de Zorn y el Principio de Hausdorf{f son equivalentes.

Demostracion. Sélo falta demostrar que AC = AC™, y esta prueba requerird el Axioma de Partes.
Sea A un conjunto. Usando el Lema 4.6, conseguimos un selector g para la familia 9 (A) \{@}. Sea
1 ¢ Ay tomemos un ordinal « que no se inyecte en A. Definimos recursivamente f : k — AU{1}:

fla) = {i(A \{f(B): B <a}) siesnovacio

caso contrario.

Por construccion, f es inyectivaen f~'[A], y debe haber un « tal que f(«) = 1 puesto que x £. A.
Tomando el menor « asi, se puede ver que f | @ es una biyeccion entre @ y A, luego A se puede
bien-ordenar.

Cerramos esta seccion enunciando una consecuencia de AC que es sumamente titil; prueba de
esto es que gran parte de los resultados elementales de andlisis que requieren AC (por ejemplo, que
para calcular limites basta con observar sucesiones) se pueden demostrar utilizando este principio.
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Definicion 4.9. El Principio de elecciones dependientes (DC) es el siguiente enunciado: para
A+ @,

VAVR(YVa€ Adbe A:{a,b)eR) > 3fe€’A(Vnew: f(n) R f(n+1)).

Es decir, si para todo elemento de A hay un “sucesor” por R, entonces se puede armar un
R-camino infinito. De hecho, uno puede armar sucesiones finitas arbitrariamente largas, pero para
pegarlas todas y hacer una infinita hace falta AC en el caso general.

4.1. Ejercicios

x4.1. AC es equivalente a la siguiente propiedad:

Para toda relacion R € A X B, Vx € A3dy € B : R(x,y) implica que existe
f:A—> BtalqueVx € A : R(x, f(x)).

x4.2. AC es equivalente a la siguiente propiedad:

Paratodo A # @ ytoda f : A — B,existeunag : B — A tal que paratodox € A
seda f(g(f(x)) = f(x).

x4.3. (ZFC™) Probar DC. ©
x4.4. (*) Probar en ZF~ + DC la siguiente version “punteada” de DC: si A # @,

VAVR (Ya € A3b e A: (a,b) € R) —
Vaec Af e“A(f(0)=aAVnew: f(n) R f(n+1)).

De hecho, la solucion del Ejercicio x4.4 en ZFC™ es la misma que la del Ejercicio x4.3, pero
usando s6lo DC es mas elaborada.

5. Aritmética cardinal

Definicion 5.1. Dados dos cardinales « y 4, las operaciones basicas de la aritmética cardinal son:
1. k+A:=|kdA.
2. k-A:= kXA
3. (AC) k! = .

Sélo es necesario usar AC en la tercera definicion, dado que la unién disjunta y el producto de
conjuntos bien ordenables son bien ordenables.

Lema 5.2. Si x, A > 2 entonces max(k,A) < k+A < k- A.

Demostracion. Basta observar que
K, A< k@ A= kX {0} U (({1} x A\ {(1,0)}) U {0, 1)}) C kX A.

26



5.1. Trivialidad de suma y producto

En esta seccién probaremos que las operaciones de suma y producto de cardinales infinitos son
triviales, puesto que siempre devuelven el argumento més grande. Esto se debe al siguiente

Teorema 5.3 (Hessenberg). Para todo cardinal infinito, k - k = k.
Antes de la prueba requeriremos un pequeiio resultado.

Lema 5.4. Sea k un cardinal, y sea (A, R) un buen orden. Luego type(A; R) < « si y solo si para
todo a € A, |al| < k.

Demostracion. Sea f : A — type(A) un (el) isomorfismo. La implicacion directa es obvia
puesto que via f, al va biyectivamente sobre un ordinal menor que «. Para la inversa, vemos la
contrarreciproca. Si type(A) > «, entonces por el Corolario 1.23 existe a € A tal que x = type(al),
luego |al| =« £ k.

Ejercicio 5.5. Sik € Cardy @ < k, entonces @ + 1 < k. ®

Prueba del Teorema 5.3. La clave de este teorema estd en definir un buen orden ligeramente
distinto al lexicografico en el producto, de manera de tener segmentos iniciales “cortos”. Para ello,
definimos para elementos del producto « X «, (@, @z) <{B1,82) siy solo si

méax (@, ) < max (B, B2) V [mix(ay, az2) = max(B1, B2) A (@1, @2) <iex {B1,B2)].

La primera condicién, acoplada al orden lexicografico, va a asegurar que el tipo de orden de
(k X k,<) sea exactamente k. Como claramente x <. k X k, basta ver que type(k X ;<) < k. Lo
probaremos por induccién en k (podemos hacerlo ya que Card estd bien ordenada por €).

Supongamos que para todo cardinal infinito 4 < « se da el resultado. Por el Lema 5.4, basta
ver que para todo (@, @) € k X k se cumple que |[{a, az)|| < k. Pero (a1, a2)] C a Xa cona :=
max(ay, az)+ 1. Si a es finito entonces a X @ también lo es, por lo tanto [{a, az)|| < |@ X a| < k.
Si a es infinito, aplicamos la hipétesis inductiva:

a1, a2)ll < lexal =|al - || =la] <k,
donde la dltima desigualdad se sigue de que @ < « por el Ejercicio 5.5.

Es notable que este Teorema no utilice AC, pero el enunciado “A X A =, A para todo A infinito”
sea equivalente a AC. El siguiente teorema si requiere AC.

Teorema 5.6 ([8, Theorem 1.12.14]). (ZFC™) Sea k un cardinal infinito. Si F es una familia de
conjuntos con |¥| < ky |X| < k para todo X € &, entonces || JF| < k.

5.2. Cofinalidad

Definicion 5.7. Sea (A, <) totalmente ordenado. Diremos que X C A es cofinal en A si Va €
A3dx € X : a < x. Una funcién con codominio A es cofinal en A si su imagen lo es.

Definicion 5.8. Sea y € Ord. La cofinalidad de y es el menor tipo de un subconjunto cofinal:
cf(y) := min{type(X) : X € y A X es cofinal en y}.
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Observemos que si X C y € Lim, X es cofinal en 7y si y sélo si X no es acotado en 7, si 'y sélo
si sup(X) = y. Ademas, si X es cofinal en y con tipo cf(y), el isomorfismo j : cf(y) — X es una
funcién estrictamente creciente y cofinal en .

Ejercicio 5.9. Supongamos que X es cofinal en (A, <), y a su vez A es cofinal en y. Probar que X
es cofinal en vy.

Lema 5.10 (Factorizacién). Sea y € Ord y supongamos que f : 6 — y es cofinal.

1. Existe g : cf(y) — 6 estrictamente creciente tal que f o g es estrictamente creciente y cofinal

envy.
2. cf(y) < 6.
3. Mas aun, si f es estrictamente creciente, entonces g resulta cofinal.

Demostracion. Nos enfocamos en el caso de y € Lim. Si y es sucesor 6 0, los tres items son
inmediatos.

Sea f : 6 — vy como en las hipédtesis, y supongamos que j : cf(y) — vy es estrictamente
creciente y cofinal en y. Por necesidad técnica, comenzaremos definiendo recursivamente g :
cf(y) - o6+ 1.

minA, SiA,# D
g(a) = -
0 SiA, =0,

donde A, :={0 <6 : f(0) = j(a) AVB < a(f(g(B)) < f(8))}. Notemos que por construccion
tenemos lo siguiente:

(©)Sip <ayg(p)gla) # 6, entonces f(g(B)) < f(g(@)yg(B) < gla).

En efecto, § < a implica Ag 2 A, y luego min Ag < min A,, con lo cual g es mondtona. Por otro
lado, la segunda condicién en A, implica que f(g(B)) < f(g(a)) y luego g(B) # g(a).
Usando (C) se puede probar:

(D) g(a) # 6 paratodo a < cfy.

Para ello, supongamos que g(8) # ¢ para todo B < a. Por (C), f o g es estrictamente creciente
de a en vy, luego type((f o g)[a]) = @ < cf(y) y entonces debe haber un @y < 7y tal que
ao > sup(f o g)[a]. Como f es cofinal, hay 6 < ¢ tal que f(8) > max{ag, j(a)}. Luego A, # @
y concluimos que g(a@) # 6.

Por (D), f o g es un isomorfismo de cf(y) sobre su imagen. Pero ademas es cofinal en 7y: si
& < vy, hay a tal que j(a@) > & por ser j cofinal. Luego f(g(a)) > j(a) > &.

Con esto concluye la prueba del primer item. El segundo se sigue pues Lema 1.24 implica que
cf(y) = type(gly]) < type(d) = ¢, dado que g es un isomorfismo sobre su imagen. El dltimo item
queda como ejercicio.

Lema 5.11 (de Idempotencia). Sea y limite y A C vy cofinal. Entonces cf(y) = cf(type(A)).
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Demostracion. Sea f : type(A) — A un isomorfismo; es estrictamente creciente y por hipdtesis
es cofinal como funcién de type(A) en y. Por el Lema 5.10(3), existe g : cf(y) — type(A) cofinal.
El item 2 de ese mismo Lema, ahora aplicado a g, nos dice que cf(type(A)) < cf(y).

Para ver la otra desigualdad, sea & : cf(type(A)) — type(A) cofinal. Como f es un isomorfis-
mo, f o h: cf(type(A)) — A es cofinal A, y entonces lo es en y por el Ejercicio 5.9. Aplicando el
Lema 5.10(2), se tiene cf(y) < cf(type(A)).

Comentario. Ninguna de las dos desigualdades se puede probar sin hacer uso de la suposicion de
que A es cofinal en .

Definicion 5.12. Diremos que y € Ord es regular si cf(y) =y, y singular en caso contrario.
Corolario 5.13. Siy € Lim, entonces cf(cf(y)) = cf(y). Luego cf(7y) siempre es regular.

Demostracion. Sea A C vy cofinal en y de tipo cf(y). Luego, por el Lema 5.11 de Idempotencia,
cf(y) = cf(type(A)) = cf(cf(y)).

Teorema 5.14. Sea y € Ord.
L cf(y) < |yl
2. Siy es regular, entonces es un cardinal.
3. (AC) Todo cardinal sucesor es regular.
4. Siy € Lim, cf(N,) = cf(y).
Demostracion. 1. Cualquier suryeccion f : |y| — 7y es cofinal en y. Aplicar el Lema 5.10(2).
2. Siy esregular, cf(y) < |y| <y =cf(y).

3. Sea k € Card. Probemos que «* es regular. Probemos que una familia & C «* con |F| < «*
no puede ser cofinal. La dltima desigualdad implica || < «; asimismo, como & C «*, se
tiene que para todo @ € &, |a| < k. Si F fuera cofinal en «*, tendriamos

K" =supF =U%F,
pero esto contradice el Teorema 5.6.

4. Elconjunto A := {N, : @ < y} tiene tipo y y es cofinal en N,,. Luego cf(N,) = cf(type(A)) =
cf(y) por el Lema de Idempotencia 5.11.

En el siguiente resultado, expresamos una de las caracterizaciones mds ttiles de la cofinalidad
de un cardinal 6: es el menor tamano de una familia de subconjuntos de 6, todos de cardinal menor
que 6, tal que su unién nos da 6. El stmbolo [A]<? denotar4 el conjunto de partes de A de tamafio
menor que 6.

Teorema 5.15. (AC) Sea 6 un cardinal infinito. Entonces

cf(8) =min{k : 3F C [0]°°(IF| =« AUTF =6)}.
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Demostracion. Vemos las dos desigualdades.

(=) Sea X C 0 cofinal con tipo cf(6). Luego la familia & := {[0, @) : @ € X} = X cumple con
el requerimiento.

(<) Veremos que si F C [6]<Y tiene cardinal menor que cf(y), entonces su unién no puede ser

Sea entonces una tal &. Tomemos X = {|S|: S € F} € 6. Como |X| < |F]| < cf(0), X es
acotado en 6. Sea ahora « := max(sup(X), |F|) < 6. Si k es finito, entonces | J & es finito. Si «x es
infinito, || J % | < « por el Teorema 5.6. En cualquiera de los dos casos, | JF # 6.

El siguiente resultado de Gyula (o Julius) Konig nos da una de las pocas herramientas que
tenemos en ZFC, aparte del Teorema de Cantor X <. 9 (X), para probar desigualdades estrictas
entre cardinales. Notablemente, Konig fue a la vez contribuyente y opositor a la Conjunteoria.
Todo parecido con la realidad politica, es mera coincidencia.

A

Teorema 5.16 (Konig). Si «, A € Card son tales que cf(«) < A, entonces k* > k.

Demostracion. Sea f : 1 — «k cofinal, y sea G : k — “«; probemos que G no puede ser sobre.
Para ello, definamos 4 : 4 — «:

h(@) = min(x \ {G(u)(@) : u < f(@)})

De hecho, & esta bien definida puesto que |[{G(u) (@) : u < f(a@)}| < |f(@)| < k y entonces el
conjunto es no vacio. Ahora, 7 ¢ imgG. Por el absurdo, supongamos que hay v € « tal que
G (v) = h. Tomemos, usando la cofinalidad de f, un @ < A tal que f(@) > v; pero rapidamente
llegamos a un absurdo:

G(v)(a) = h(a) € k \ {G(u)(a) : u < f(a)} 2 G(v)(a).

Corolario 5.17. Para todo k > 2y A infinito, se tiene cf(k*) > A.

De este corolario se puede recuperar facilmente el Teorema 5.16.
Quiz4 la versién mds ficil de recordar del Teorema de Konig es la que enuncia que x < xf(¥)
paratodo x € Card. Pero hay una tercera version muy bonita que utiliza sumas y productos infinitos

de cardinales. Estos se definen de la manera obvia: si x; (i € I) son cardinales, definamos

ZK,. = |U{{i) x ki s i e 1}, ﬂki = |{f funcién : dom(f) = I AVi(f(i) € k)}I.

iel iel

Luego la tercer version del Teorema 5.16 es la siguiente: si para todo i € I, 6; < k;, entonces
2ier i < Ilier ki- Nuevamente, de esta version también se puede obtener la primera de manera
mads o menos directa.

A pesar de las observaciones estéticas del parrafo anterior, el Corolario 5.17 tiene una conse-
cuencia inmediata de suma importancia:

(K) el cardinal 2™ de los reales no tiene cofinalidad contable.
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Sabemos que la unién de conjuntos contables es contable, pero la afirmacion (K) es mds poderosa:
los reales no pueden ser unién contable de conjuntos con cardinal < 2™. Por supuesto, bajo la
Hipétesis del Continuo (CH) 2% = X ambas afirmaciones son equivalentes, pero en general (K)
nos da mas informacion.

Introduciremos aqui la primera definicién de “cardinal grande” que nos encontraremos.

Definicion 5.18. Un cardinal « es
1. limite en sentido fuerte si para todo cardinal A, A < « implica 24 < k:
2. débilmente inaccesible si es un cardinal limite regular; e
3. inaccesible si es regular y limite en sentido fuerte.

Es decir, los cardinales inaccesibles combinan de manera perversa dos propiedades de clausura:
su tamafio no puede ser alcanzado por la operacién de tomar partes de cosas mds pequeias, ni
por uniones en cantidad menor de cosas mds pequefias. La perversion de esta definicidn es que
su existencia no puede ser probada en ZFC. Por su parte, aunque la existencia de los cardinales
débilmente inaccesibles tampoco puede ser probada en ZFC, es posible que incluso 280 sea uno de
ellos.

5.3. Ejercicios

En los siguientes ejercicios, «, 4, v, 6 denotardn cardinales. Ademads, denotaremos con [A]’l el
conjunto de partes de A de tamafio A.

x5.1. Probar que si 4 < « son infinitos, [K]/l| =«

x5.2. Probar que g es contable (a pesar de ser muy grande).

x5.3. Darejemplosde y € Limy A C vy tales cf(type(A)) < cf(y) y cf(type(A)) > cf(y).
x5.4. Probar que hay un « tal que @ = N, . Probar que el menor « asi cumple con cf(a) = w.
x5.5. Probar el Corolario 5.17.

x5.6. Probarque Y., 1 =1y [];c;2 =24

x5.7. Probar que si 4 es infinitoy x; > O paracadai € A, }};c) ki = A - sup;c, Ki- @

x5.8. Supongamos que A es infinito y {k;};e1 es creciente, con x; > 0. Probar que [[;c, xi =
(Supseq Ki)/l' D

x5.9. Probar que siparatodoi € 1, 6; < k;, entonces ) ;c; 0; < [,;c; ;. Usando x5.6 recuperamos
el Teorema de Cantor (Ej. x0.5). ©
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5.4. Cardinales de otras construcciones

Definicion 5.19. Sean ¢, 0 € Ord y B un conjunto.
1. Una operacién S-aria sobre B es una funcién f : °B — B.
2. Diremos que f es una operacion <f-aria si es ¢-aria para algin ¢ < 6.
3. Una operacion es finitaria si es <w-aria.

Dado un conjunto & de operaciones <6-arias sobre By S C B, la clausura de S por F es:
(X :SCXCBAVSYS eF §-aria, f[°X] C X},

esto es, el menor subconjunto de B que contiene a X y es cerrado por las operaciones de % . En
Algebra Universal se diria que es la subdlgebra de (B, ¥ ) generada por X.

Lema 5.20. Sea 6 regular, y sea & una familia de operaciones <0-arias sobre B, y sea S C B.
Definamos S¢ recursivamente:

1. So=35.

2.8, = U{S¢ : € <n} cuando n € Lim.

3. Sep1 =S U{f(X) : f€TF A fesa-aria Nk € ¥S¢}.
Entonces Sy es la clausura de S bajo F .

Demostracion. Es facil ver que la clausura de S contiene a todos los S¢. Veamos la otra inclusion.

Sea f € F a-ariacon @ < 0y seax = {xg}p<q € “Sy. Tomemos ig := min{& < 6 : xg € S¢}.
Luego {ig : B < a} no es cofinal en 6. En conclusién, hay ¢ tal que ig < & para todo 8 < «; dicho
de otro modo, xg € S¢ para todo S < a@. En conclusion, f(X) € Sgrq C Sp.

Definicién 5.21. 1. Usaremos <YB para denotar el conjunto | J{°B : § < 6} de las sucesiones
de elementos de B de longitud menor a 6.

2. Si k y A son cardinales, k<* denotar4 el cardinal de <.
Ejercicio 5.22. Si 6 es regular y « € Card, (k%)< = x<¢. ®
Lema 5.23. Sean dados:

1. 8,k € Card con 6 regular;

2. dos conjuntos S C B, con |S| < k;y

3. una familia F de operaciones <6-arias sobre B con |¥| < k.

Entonces la clausura de S por F tiene cardinal a lo sumo k<°.
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Demostracion. Utilicemos la expresion de la clausura dada por el Lema 5.20. Probaremos por
induccién que para todo @ < 6, |S,| < k<7.

Por hipétesis tenemos que [So| = |S| < k < «~% por ser & > 1. Si & < 6, el conjunto
D :={f(X): feZF A fesa-aria AX € “S¢} tiene cardinal acotado por |?$ X <08|, asi que

tenemos:

|S§+1| = |S§ U D| definicion de Sgyq
< |S§| +|D| se inyecta en la uni6n disjunta
< |Se| + |F x <05 es cota
< k4 (k<90 hipétesis inductiva
=k~ por el Ejercicio 5.22.

Sin < 6 es limite,
1Sy] = 1U{Sa : @ <}l < Il - &~ = &7, 7

puesto que «<¢ > k"l > ).
Notemos que este tltimo cdlculo implica que si 4 es un cardinal infinito menor que 6, entonces
k<% > A.Por ende, k¢ > 6 y utilizando la Ecuacién (7) para = 6 obtenemos el resultado.

Lema 5.24. Si k, A € Card, ' = sup{«? : 0 < A A 0 cardinal}.

Demostracion. Este lema estd probado en detalle en Kunen [8, Lemma [.13.17]. Veamos una
prueba alternativa usando sumatoria de cardinales.

= Y el =

6<A 6<Aa

puesto que “*« la unién disjunta de los “x con 6 < A. Por el Ejercicio x5.7, esta tltima expresion
esigual ad - p, donde p :=sup,_, 1% Pero p > A:si k > 2, tenemos que k? > 2¢ > 6%, y luego

p =sup{k? : 6 < 1 A 6 cardinal} > sup{6* : 6 < A A 6 cardinal} = A.
En conclusion, |</IK| =A-p=p=supy, ' que era lo que querfamos probar.

Ejercicio 5.25. Existen exactamente 280 subconjuntos Borel de R. ®

6. EIl Axioma de Martin

Esta seccidn sigue en detalle las notas de J. Palumbo [10].

6.1. Caracteristicas Cardinales del Continuo

Los axiomas de ZFC no determinan en qué posicion de la “recta cardinal” estd el conjunto
de los nimeros reales (también denominado el continuo). Como dijimos anteriormente, lo mas
preciso que podemos afirmar es que su cardinal es mayor que Ny y tiene cofinalidad no numerable.

De hecho, decir “el” conjunto R es un poco arriesgado, dado que para cada modelo M de la
teorfa ZFC, le corresponderd una versién propia RM de dicho conjunto (cf. Secciones 11ff). Para
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tener un andlisis més acabado de R, podemos buscar “invariantes” que den alguna informacién
extra de su estructura. El més importante, por supuesto, es su cardinal, ¢ = 280,

Los invariantes que veremos se llaman caracteristicas cardinales del continuo, y estaran entre
N1y ¢; para diferentes modelos de ZFC, sus valores pueden variar. Estos cardinales se obtienen
estudiando familias de conjuntos o funciones relacionados canénicamente con R como % (w), “w

z

6 “2. En teoria de conjuntos, muchas veces se denomina reales a los elementos de cualquiera de
estos ultimos.
6.1.1. Dominacion de funciones

Definicion 6.1. Sean f, g € “w. Decimos que g dominaa f, f <* gsidng € wVn > ny: f(n) <
g(n).

Es decir, si g domina a f entonces es “casi siempre mayor’. En general, también se pueden
definir <*, =", y resulta que f <* g & f <* g A f(#)"g. Notar que (#)* no es la negacioén de =*.

Es facil ver que toda familia finita de funciones {f; : i < k} estd acotada, es decir, se puede
dominar: basta tomar g(n) := max{f;(n) : i < k} + 1. Por otro lado, el orden <* sobre “w es
mucho mds interesante que el orden < punto a punto. De hecho, una diferencia es la siguiente:

Proposicion 6.2. Toda familia numerable {f; : i < w} C “w estd acotada.
Demostracion. El argumento es una diagonalizacién: g(n) := max{f;(n) : i < n} + 1.
Esto nos lleva a preguntarnos, ;cudntas funciones pueden dominarse a la vez?

Definicion 6.3. El niimero de acotacion es el menor cardinal de una familia no acotada:
b:=min{|¥|:F C “wAVg €ewgnodominaaF}.

Dado que “w no se puede dominar, es inmediato que
Proposicion 6.4. 8y < b < 2%,

Observemos que CH implica b = 280

6.1.2. Familias casi disjuntas
La segunda caracteristica que introduciremos surge de considerar “casi particiones” de w.
Definicion 6.5. 1. Sean A, B C w. Ay B son casi disjuntos si |A N B| < No.
2. Una familia de conjuntos es casi disjunta si sus elementos son casi disjuntos dos a dos.

3. F C [w]® es casi disjunta maximal o loca® si es infinita, casi disjunta y es maximal (segtin
inclusién) con esa propiedad.

Luego, si F eslocay X € [w]? ,hay A € F tal que A N X es infinito.

Lema 6.6. No hay familias locas numerables.

2Por “mad”, maximal almost disjoint.
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Demostracion. Observemos que

(V) siF C [w]“ escasidisjuntay Ao, ..., A1 € F entonces A, \ (AgU---UA,)
es cofinitaen A,41.

Para verlo, usemos que A\ B=A \ (AN B):

Apri N (AgU---UAy) = A N (A N(Ag U -+ - UAY))
= An+1 AN ((An+l N AO) U---U (An+1 N An))’

donde la unién es finita.

Supongamos ahora que {A; : k € w} es loca. Construiremos recursivamente B C w que sea
casi disjunto de todos los Ag. Sea by € Ay arbitrario. Suponiendo by, ..., b, ya elegidos, sea
bp+1 € Aps1 N\ (Ag U --- U Ay) tal que b,y > by, ..., by, (es posible por (V). B={b, : n € w}es
infinito, y BN A, C {by : k < n} (puesto que por construccién, by ¢ A, para todo k > n).

Aunque parezca, este lema no requiere ninguna forma de AC.

Ejercicio 6.7. Hay una familia casi disjunta de w de tamaiio 2%. Usando el Principio Maximal de
Hausdorff, hay familias locas de ese tamafio.

Luego, podemos definir
a:=min{|¥| : ¥ esloca},

y concluimos que Ny < a < 2%,

Teorema 6.8 (Solomon). b < a.

Demostracion. Sea k < b. Veremos que ninguna familia casi disjunta de tamafio « puede ser
maximal.

Sea ¥ = {A, : @ < «}. Por la observacion (V), podemos suponer que {A, : @ < w} son
disjuntos dos a dos. Enumeramos cada A, (n € w) de manera creciente: A, = {a,(;f ) ime w}, con

(n) (n )

<a, ., paratodo m y definamos, para w < a < k,

fo(n) :=min{m : A, N A, <a\M.

En la Figura 1 se ve como se definen estas funciones. LL.os conjuntos A, con n < w estdn dispuestos
verticalmente, y son cortados “transversalmente” por los A, con @ > w (en lineas punteadas). Esta
terminologia tiene sentido porque cada interseccion A, N A, es finita. Luego, el valor de f,(n) es
el indice del menor elemento de A, que acota estrictamente a dicha interseccion. En el ejemplo,
tenemos los valores indicados en la Tabla 1. Prosiguiendo con el argumento, tenemos una familia
de k < b funciones, asi que hay una f : w — w que las domina a todas. Definamos entonces
B = {a(") S w}; por construccién, A, N B = {a;"()n)}. Veremos que B es casi disjunto de
todos los A,.
Sea @ > w. Como f, <* f, existe ng tal que Vn > ng, f,(n) < f(n). Esto implica que
@) < @y € An

(n)

Como a ()

es cota superior de A, N A,, concluimos que a f( ) ¢ A,. Luego

Ay ﬁBC{a m<n0}.

f(m)
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n 01 2 3
fo 2 2 4 6
Jor1 |5 4 3 2

Tabla 1: Funciones asociadas a una familia casi disjunta.

// a(S)
5 A e - [ ] L Vs b 5o
o~ , e
4 .-. a(o) \\ . .’/ )
4 N /
LN
N /N
3 * ay AN *
/’ (.2;.\ _ _fw+1
2 - — _ o .az'... ~ @— —— -~
A “..‘ W el
~'%m(.0') ......... : a(l) ®3)
1 ) .al o, ° L X0
0 .a((?) . a(ol) * G(OQ) . ay
AO Al A2 A3

Figura 1: Las funciones f, para w < a < «.

6.2. Ejercicios

Definicién 6.9. Una familia & C 9 (w) parte si para que cada X C w infinito hay un A € ¥ tal
que |[X N A| = |X \ A| = Ny. El niimero de particién s es el menor cardinal de una familia que

parte.
x6.1. Probar que Ny < s < 2%,
x6.2. Probar que el cardinal de acotacion b es regular.

x6.3. Dar un ejemplo de poset en cual las anticadenas son exactamente las familias casi disjuntas

de subconjuntos de w.

Diremos que A esta casi incluido en B, y escribiremos A C* B, si A \ B es finito. El niimero de
torre t es la menor longitud a de una sucesién {Ag} <, tal que

1. Ag C wy son distintos dos a dos, para todo 8 < a;
2. A, C* Agparatodo B <y < a;y
3. no hay A, C w de manera que {Ag}g<, cumpla con las propiedades anteriores.
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x6.4. Probar que t es un cardinal regular y que Ny < t < 2N,

6.3. Nociones de Forzamiento y el Axioma de Martin

Sea (P, <, 1) un poset con maximo 1. Le llamaremos nocion de forzamiento y sus elementos
seran llamados condiciones. Si p < g, diremos que p extiende a g o que p es mds fuerte que q.

Definicion 6.10. p, g € P son compatibles si existe r € P tal que r < pyr < ¢g. En caso contrario,
les llamaremos, bueno, incompatibles, y 1o denotaremos con p L q.

Ejemplo 6.11. Sean /,J conjuntos con |/| > 8y. Entonces Fn(Z, J) es el poset de las funciones
finitas p tal que domp C I, imgp C J, ordenadas por 2; 1¥Y) = @. Dos elementos son
compatibles si coinciden en la interseccién de sus dominios.

Una nocidn de forzamiento se puede utilizar para construir un objeto mediante aproximaciones
finitas. Supongamos que queremos construir una f : I — J; como aproximaciones tomaremos el
poset P := Fn(/, J). Asociemos al elemento p € P la “condicién” p C f (de ahi tal nombre). En
ese sentido, p nos da un fragmento finito de informacién sobre f. Por ejemplo, si/ =J = wy
p ={(0,1)}, p € f nos dice simplemente que f(0) = 1. Y cuanto mas fuerte es una condicion,
mds informacién nos da:

p <gimplicapC f—qCf.

Otras propiedades de la funcion f no son de la forma p C f. Si nuestro objetivo es obtener una
funcion fotal, necesitamos asegurar que para cada i € I, i esté en el dominio de f. Esta propiedad
involucra el conjunto de condiciones D; := {p € P : i € dom p}. Es posible que no sepamos de
antemano qué valor nos conviene que tenga f en i, asi que deseariamos poder asegurar que sin
importar qué informacién (finita) imponemos sobre f, en algin momento podremos cumplir con
el requisito que i € dom f. Esto motiva la siguiente

Definicion 6.12. Sea P un poset. D C [P es denso si para para todo g € P existe p € D tal que
p=q.

Es decir, si D es denso y tenemos una aproximacion g a f, entonces podemos conseguir una
aproximacion més precisa (una condicion mas fuerte) que ademds estd en D. Los conjuntos D; de
arriba son densos.

Por otro lado, sea G := [ f]<“ C P. G es la descripcién completa de f en P. Podemos observar
que G cumple con las siguientes propiedades:

1. sipe Gy p < qgentonces g € G (es creciente)
2. sip,q € G,entonces hay r € G tal que r < p,q (p y g son compatibles en G).

Un subconjunto no vacio de un poset que satisface ambas condiciones se denomina filfro en P.
Todo filtro G en Fn(/,J) define una funcién parcial | J G. Pero para que esté definida en todo /
necesitamos que corte a cada conjunto D;.

Definicion 6.13. Sea % una familia de conjuntos densos de P. Un filtro G de P es 9-genérico
para P siparatodo D € 9, DNG # @.
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Ejemplo 6.14. Sean E; := {p € Fn(/,J) : j € imgp} para cada j € J. Estos conjuntos son
densos en Fn(1,J). Si9 :={D; :i € I} U{E; : j € J}, un filtro 9-genérico es exactamente (las
partes finitas de) una funcién f : I — J sobre.

Siempre que tengamos una cantidad numerable de conjuntos densos, va a haber un filtro que
los corte a todos:

Teorema 6.15 (Rasiowa-Sikorski). Si P es un poset, 9 es una familia contable de subconjuntos
densos de Py p € P, hay un filtro 9-genérico G tal que p € G.

Demostracion. Sea% = {D, : n € w}. Tomo py € Dy tal que pg < p. Recursivamente elegimos
DPn+1 € Dpyp tal que ppy; < pp. Luego G := {q € P : In(p, < q)} cumple con lo requerido.

Esta prueba se puede formalizar utilizando la version fuerte de DC (Ejercicio x4.4). Queda
como ejercicio.

Definicion 6.16. 1. A C P es una anticadena si sus elementos son incompatibles dos a dos.

2. P satisface la condicion de cadenas contables o bien “es ccc” si toda anticadena en P es
contable.

Ejemplo 6.17. En el poset P := Fn(w, w1) consideremos % := {D, : n € w} U{E; : @ € w1}. No
puede existir un filtro %-genérico puesto que seria una funcién sobreyectiva de w en w;. Notemos
que en Fn(w, w1) hay una anticadena no numerable: {{(0, @)} : @ < w1}.

Si no hubiera tal anticadena, atin podria existir un filtro genérico.

Definicion 6.18. Sea « € Card. MA(«k) es el enunciado: para todo poset P ccc y una familia % de
densos en P con |9| < k, hay un filtro % -genérico para P.

El Ejemplo 6.17 muestra que MA () no vale si uno no pide la condicién de cadenas contables.
Por otro lado, MA () vale para cualquier poset [P por el Teorema 6.15.

Lema 6.19. MA(k) implica k < 2.

Demostracion. Sea P := Fn(w, w); este poset es ccc puesto que es contable. Sean f, : w — w
(a < k) funciones; veremos que hay una funcion distinta a todas ellas. Definamos H, := {p € P :
dn p(n) # fo(n)};estacil ver que son densos. Seaahora% = {D,, : n € w}U{H, : @ < k}.Luego
|9| = k, asi que por MA(k) debe existir un filtro %-genérico G para P. Como antes, f := |J G es
una funcién de w en w. Basta ver que para todo a < «, f # f,.

Para ello, fijemos @. Como G es 9%-genérico, hay un p € G N H,. Luego hay n € w tal que
p(n) # fo(n). Como p C f, f(n) # fy(n),y en conclusioén f # f,.

El Axioma de Martin es el enunciado:
(MA) Para todo « < 2™, se da MA ().

Luego CH implica MA. El Axioma de Martin tiene consecuencias interesantes para las caracteris-
ticas cardinales del continuo, como veremos a continuacion.
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6.4. Ejercicios

x6.5. Sea [ infinito, y seani € I 'y j € J. Probar que D; := {p € Fn(l,J) : i € domp}y
E; :={p € Fn(l,J) : j € img p} son densos en Fn(/, J).

Un subconjunto A de un poset P es abierto si es decreciente, i.e., x <y € A implicax € A.

x6.6. MA(k) es equivalente a:

Para cada poset ccc P y una coleccién 9 de abiertos densos de P con (9| < «,
hay un filtro G que corta a cada miembro de 9.

Una anticadena A C P es maximal si para todo p € P hay un g € A tal que p y g son compatibles.
x6.7. Probar que toda anticadena estd incluida en una maximal.

x6.8. MA(k) es equivalente a:
Para cada poset ccc P y una coleccion ¢f de anticadenas maximales de P con

|| < k, hay un filtro G que corta a cada miembro de .

x6.9. Pruebe que la topologia de R (excluyendo @) con la inclusion es un poset ccc. Generalice
para R". ©®

6.5. Algunas aplicaciones del Axioma de Martin

Aunque CH tiene como consecuencia trivial a MA, este Ultimo es consistente con que ¢ sea
arbitrariamente grande; de todos modos tiene un impacto grande en las caracteristicas cardinales
que definimos.

Teorema 6.20. MA (k) implica k < b.

Demostracion. Sea F = {fy} o<« una familia de funciones de w en w. Queremos una f : w — w
que las domine a todas. Sea [P}, el conjunto {{(p, A) : p € Fn(w, w), A € [F]=“} con el siguiente
orden:

(q,B) < {(p,A) < q2pAB2AAYnedomg\ domp, g(n) > f(n) paratoda f € A.

La primera coordenada p nos va aproximando a la f que queremos construir, mientras que la
segunda coordenada nos “promete” que toda mejor aproximacion dominard a las funciones en A.
Veamos que P, es ccc. Supongamos que {(pq, Ae) : @ < w1} € Pp. Como | Fn(w, w)| = N,
hay a # g tales que p, = pg = p. Luego (p, A, U Ag) es cota inferior, asi que no puede ser una
anticadena.
Definamos los conjuntos densos relevantes.

D, :={{q,A) : n € dom g} es denso en P.
Para verlo, sea (p, A) € P,. Sin € dom p, (p, A) € D, y no hay nada que probar; sino, sea
g =pU{(n,1+max{f(n): feA})}.
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Entonces (p, A) € D, y es mds fuerte que (¢, A). Por otro lado, podemos ver facilmente que
E;:={{(q,B): f € B} esdensoen P}, :

si(p,A) € Py, entonces (p, AU {f}) € Ef yextiende a (p, A).
Por MA(«), hay un filtro ({D;}new U {Ef} reg )-genérico G. Sea

h:={p € Fn(w,w) : 3A ({p,A) € G)}.
Luego tenemos lo siguiente:
= /1 es funcion puesto que (p, A), (g, B) € G entonces p y g son compatibles en Fn(w, w);y
= es total (usando que G corta a cada D).

Sea ahora f € % ; queremos ver que f <* h. Por genericidad, existe (p, A) € GNEy,luego f € A.
Sea n ¢ dom p; nuevamente, por ser G genérico, podemos elegir (g, B) € G tal que n € domg.
Como G es filtro, hay (r, C) € G que extiende a (p, A) ya (g, B). Comor 2 g,n € domr\dom p.
Luego, como (r,C) < (p, A), obtenemos r(n) > f(n). Pero por construccién, h(n) = r(n). En
conclusién, h(n) > f(n) para todo n ¢ dom p (un conjunto finito), asi que f <* h.

Corolario 6.21. MA implica b = 2%, y luego a = 28,
Citaremos, sin prueba, otras dos aplicaciones de MA
Teorema 6.22. MA(«) implica 2¢ = 2™,

La prueba de este Teorema se basa en codificar subconjuntos de « con familias locas de w.
Como consecuencia inmediata se obtiene:

Corolario 6.23. MA implica que 2™ es regular.

Por ultimo, utilizando los posets

({p € R : p abierto, u(p) < &}, 2)

donde £ > 0y u es la medida de Lebesgue, se puede probar:

Teorema 6.24. MA (k) implica que para toda familia {A, : « < k} de conjuntos de medida nula,
su union tiene medida nula.

6.6. Ejercicios

x6.10. Probar el Corolario del Teorema 6.22.

x6.11. Dar un ejemplo explicito de anticadena maximal infinita de P, (poset de la prueba del
Teorema 6.20).

x6.12. Para cada k € w, sea Hy := {(p,A) € P, : k € img p}. Probar que Hy no es denso.
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7. Filtros sobre «

Para aprovechar esta seccidn, se requieren conocimientos basicos de Topologia y Teoria de la
Medida. En particular, utilizaremos la topologia del orden, que esta definida en cualquier conjunto
totalmente ordenado (P, <) como la topologia que tiene por sub-base a los conjuntos de la forma
[a):={xeP:a<x}y(b]:={xe€P:x< b} (ver, porejemplo [9, Sect. 14, p. 84]).

7.1. Filtros e ideales

En la Seccién 6, 1a nocién de filtro correspondia al conjunto de las propiedades de algin objeto
(que uno querria construir). Otro concepto que se describe convenientemente usando filtros es el
de “subconjunto grande”. En general, dado un conjunto X, & es un filtro sobre X si es un filtro en
(9 (X) \ {2}, ©). Explicitamente, & es un subconjunto de 9% (X) que cumple:

» F # 9 (X) (es “propio”);
= % es cerrado hacia arriba: A € ¥ y A C B C X implican B € ¥y
= F es cerrado por intersecciones finitas.
Ejemplo7.1. 1. X =w; Jr={A C X : X \ A finito} es el filtro de Fréchet.
2. X =0, 1]; Full = {conjuntos medibles Lebesgue de medida 1}.

Lema 7.2. Si o C 9 (X) tiene la propiedad de las intersecciones finitas (PIF), i.e., para todos los

AL, ..., A, ed, AiN---N A, # @, entonces existe el menor filtro que contiene a A.
Demostracion. Es facil verque {B C X : A, ..., A, e 4 (A N---N A, C B)} cumple con lo
requerido.

Dualmente, se puede definir la nocién de ideal (filtro en (9 (X) \ {X}, 2)) que corresponde a
la idea de conjunto chico (un subconjunto de un conjunto chico es chico, la unién de dos conjuntos
chicos es chica).

Ejemplo 7.3. Null :== {X C [0,1] : [0,1] \ X € ZFull} es el ideal de los conjuntos de medida
exterior 0 del intervalo [0, 1]. En general, dado un filtro ¥ sobre X, la familia ¥* := {X\F : F €
F } es un ideal, llamado el ideal dual.

De hecho, los elementos de ANull son mucho mds chicos que el resto de los elementos de
9p ([0, 1]): unién numerable de conjuntos chicos es chica.

Definicion 7.4. Un filtro & es k-completo si es cerrado por intersecciones de tamafio menor a
k. Un ideal .9 es k-completo si es cerrado por uniones de tamafio menor a «. Se utiliza también
o-completo para indicar “N-completo”, y decimos que .¥ es un o-ideal.

En conclusién, tanto Full como Aull son o-completos. Habiendo introducido estos ejemplos,
son ttiles las frases “tener medida 0” y “medida total” (medida 1 en el caso de [0, 1]) cuando
trabajamos en general con cualquier filtro. En particular, dado un filtro & sobre X, si decimos que
“para casi todo x € X se da ¢(x)”, significaque {x € X : p(x)} € F.

También podemos definir los “conjuntos de medida positiva”:
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Definiciéon 7.5. Dado un filtro ¥ sobre X, E C X es F-positivo si E N C # @ paratodo C € %.

Una situacion muy especial es cuando todos los subconjuntos de X son o bien grandes o chicos
(medida 1 6 0).

Definicion 7.6. Un ultrafiltro sobre X es un filtro % tal que paracada A C X, A € U S X\ A € U.

Es decir, un ultrafiltro tiene la propiedad de “respetar la negacion’:
{xeX:—px)}elU siy s6lo si no ({x € X:px)}el).

Un filtro 9 es primo si AU B € 9 implica A € %U 6 B € 9. En este caso, 9 “respeta la
disyuncién’:

{xeX:px)Vyx)} €U siysolosi ({xeX:px)}eU)o({xe X Wy(x)}eWU).

De hecho, los ultrafiltros respetan a todos los conectivos proposicionales, cosa que los hace muy
expresivos.

Lema 7.7. Un filtro & sobre X es un ultrafiltro si y solo si es maximal segiin la inclusion.

Demostracion. (=) No se puede agregar nada sin que aparezca @ como una interseccion.

(&) Basta ver que si F no es un ultrafiltro, entonces hay A C X tal que A, X \ A ¢ & y por
ende & U {A} tiene la PIF. Luego el filtro generado por ¥ U {A} (Lema 7.2) incluye propiamente
aF.

[lustremos con algunos ejemplos.

Ejemplo 7.8. Sea @ # A C X. El filtro principal generado por Aes [A) :=={BC X : B2 A}.Es
A-completo para todo A.

El filtro [{0,2}) sobre w no es un ultrafiltro (pues estd contenido propiamente en [{2}), por
ejemplo). Un filtro principal [A) es un ultrafiltro si y sélo si |A| = 1.

Usando el Principio Maximal de Hausdorft o el Lema de Zorn, se puede probar ficilmente:

Teorema 7.9 (del Filtro Primo). Todo filtro sobre un conjunto esta contenido en uno maximal.

Ejemplo 7.10. Si X es infinito, el filtro de Fréchet no es principal. Usando el Teorema del Filtro
Primo se lo puede extender a uno maximal; luego existen ultrafiltros no principales.

Dedicaremos el resto de la seccién a un filtro muy importante sobre un cardinal regular «, que
permite apreciar de lleno la diferencia entre los ordinales contables y los que no lo son.

7.2. Ejercicios

x7.1. Convencerse de que los conjuntos Full-positivos son exactamente los subconjuntos de [0, 1]
de medida exterior positiva.

x7.2. Siun filtro & sobre X tiene algiin elemento finito, entonces es principal.

x7.3. Probar que todo ultrafiltro es un filtro primo.
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x7.4. Sea 9 un ultrafiltro. Probar si X es % -positivo entonces X € .

x7.5. Sea 9 un ultrafiltro no principal o--completo sobre X. Probar que la funcién u : 9 (X) —

{0, 1}
(A) = 1 siAeU
B0 siA ¢,

es una medida no trivial.

x7.6. Sea % un ultrafiltro sobre X. % es k-completo si y s6lo si no hay particiéon {X, : @ < A}
de X talque A < ky X, ¢ U paratodo @ < A.

7.3. Conjuntos Club

En toda esta seccion, k denotard un cardinal regular incontable.

Definicion 7.11. X C « es club si sup X = « (es no acotado) y para todo Y € X no vacio tal que
supY < k, supY € X (es cerrado en la topologfa del orden).’

Los conjuntos club serdn ejemplos de subconjuntos “grandes” del cardinal «. Esto sélo tiene
sentido cuando cf k > w, puesto que los conjuntos de los pares y de los impares en w son ambos
cerrados y no acotados, pero tienen interseccion vacia. Esto no puede suceder en el caso no
numerable.

Lema 7.12 ([8, I11.6.2]). Sea A < k y sean {C, : @ < A} clubes. Entonces (), Cq es club.

Demostracion. La interseccion de cerrados es cerrada. Basta probar que no es acotada.

Dado a < 4, sea f,(B) := minC, \ B+ 1; luego f,(B) > B para cada . Sea ahora dy € k
arbitrario. Definamos 6,41 = sup{f,(6,) : @ < A}; resulta 6,41 < « por ser este Gltimo regular.
Finalmente, 6, := sup{d, : n € w} < k puesto que cf k > w. Puesto que 6, < f,(6,) < Ous1s
tenemos que o, = sup{fy(d,) : n € w} € C,, puesto que es el supremo de elementos de C,,.

Como ¢ era arbitrario, C, no es acotado en «.

Este resultado nos justifica la siguiente

Definicion 7.13. El filtro club es el filtro generado por los subconjuntos club de «: Club(x) :=
{X Ck:3C C kclubtal que C C X}.

Por el Lema 7.12 obtenemos inmediatamente:
Corolario 7.14. El filtro Club(k) es k-completo.

En un primer vistazo, es un poco dificil ver en qué sentido es “grande” un elemento del
filtro Club(«). Una interpretacion extremadamente liberal de esto es que los conjuntos club tienen
“densidad 1 en el infinito”. Esta intuicidn se justifica un poco mas con el siguiente ejemplo.

3El acrénimo “club” proviene del inglés closed unbounded.
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Ejemplo 7.15. Se puede ver que Lim N « es club. Por otro lado, pareciera haber tantos ordinales
limites como sucesores en «. Incluso mds de estos ultimos, pues entre dos ordinales ¢ < { en
Lim N «, hay infinitos sucesores: ¢ + 1, & + 2, . ... Sin embargo, al conjunto de ordinales sucesores
lo puedo “traer desde el infinito” (trasladar inyectivamente) una unidad a la izquierda mediante el
mapa a + 1 — «a. Esto es imposible para el conjunto Lim N «: ninguna funcién f : Lim Nk — «
que cumpla f(@) < a puede ser inyectiva. Esto se justificard mas adelante usando el Lema de
Compresion de Fodor.

Ejemplo 7.16. Paracada o < k, k N\ (@ + 1) := {8 <k : a@ < B} es club en k.
Ejercicio 7.17. Probar que Card N « es club en «.

A los conjuntos Club(k)-positivos los llamaremos “estacionarios”.
Definicion 7.18. X C « es estacionario si C N X # @ para cada C C « club.

Reforzando las analogias planteadas en la subseccion anterior con los subconjuntos del [0, 1],
tenemos:

Cclub «— conjunto Borel de medida 1
X € Club(k) «— conjunto medible Lebesgue de medida 1
no estacionario <«— conjunto de medida exterior O
estacionario «— conjunto de medida exterior positiva.

Para apreciar mds las propiedades de los conjuntos estacionarios, es vital utilizar los ejemplos de
clubes que hemos visto hasta ahora. Si § C « es estacionario, entonces

1. S no es acotado en « (por el Ejemplo 7.16);

2. § tiene ordinales limites (por el Ejemplo 7.15);
3. Los ordinales limites de S no son acotados en «;
4. ...etcétera.

Dada esta enumeracion, puede parecer muy dificil conseguir un conjunto que sea estacionario pero
no club. Subsanemos esta situacién con un ejemplo.

Ejemplo 7.19. Si 6 < « es regular, entonces Sy := {a € k N Lim : cf(a) = 6} es un subconjunto
estacionario de k. En particular, si k > wa, Sg, y S, son disjuntos, y luego ninguno puede ser club.

Concluimos también que Club(kx) no es un ultrafiltro si k > wj. De hecho, un resultado
muchisimo més fuerte de Ulam [8, II1.6.10] muestra que si k > w es un cardinal sucesor, existen «
subconjuntos de « estacionarios disjuntos.

Si bien Club(x) no es cerrado por intersecciones de tamaifio «, tiene una propiedad de clausura

un poco mds fuerte que ser k-completo. Para ello, introducimos la siguiente operacion.

Definicion 7.20. Sea {C, : ¥ < «} una familia de subconjuntos de . Su interseccion diagonal es
el conjunto Ay<, Cy :={y <k :y € (gey Ca}-
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En la Figura 2 se comparan las operaciones de interseccion ordinaria y la diagonal. Los puntos
llenos denotan elementos de los conjuntos C,, y los ordinales que faltan aparecen como puntos
vacios (asi, Co = {2,4,5, ... }). Mientras que la interseccion ordinaria requiere que todos los puntos
de una columna estén llenos para que el ordinal correspondiente esté en (), Cy, la interseccion
diagonal sélo se fija que lo estén estrictamente por encima de la diagonal de linea quebrada (de
esta manera, 4 € A, Cy \ (), Cq, por ejemplo).

C, o o e O (o] e
C, o \ O e e |e o
C, o e @ O o @
C, e O o \\o\ o] o
C, © o o o O o
C, 0o o o @ O \\o\
N\ o o e 0 0 e

Figura 2: Interseccion diagonal (por EMM).

A los filtros sobre « que son cerrados por intersecciones diagonales se los denomina normales.

Lema 7.21. Si C, (« < k) son clubes de k, entonces A, C, es club. Luego Club(k) es normal.

Demostracion. Se puede ver facilmente que Ay<, C, = (), Cy U (y+1) =, C, U [0, ], asi
que es cerrada. Ademads, esto muestra que la interseccion diagonal es monétona término a término,
con lo que obtendriamos la segunda afirmacién del Lema.

Para ver que no es acotada, tomemos dg € « arbitrario. Recursivamente definimos a ¢,+; como
algtin elemento de (1,5, Co que sea mayor que 6, (tal interseccion es club por el Lema 7.12).

Veamos que 0, = sup{d, : n € w} € (<5, Co- Sea a < 0,. Luego hay m tal que @ < 6,,.
Como 6,41 € C, para todo n > m por construccién, tenemos que {0,+1 : n = m} C Cq,, y su
supremo, ¢, también estdn en C,,.

Como 6p < 0, € Ay« Cy y O era arbitrario, tenemos el resultado.

Tenemos dos aplicaciones importantes de este Lema.
Lema 7.22. Sea f : k — k. Luego D := {a < k : a es cerrado por f} es club en «.

En lenguaje del Algebra Universal, si {k, f) es un dlgebra, entonces el conjunto de los & < «
tales que (@, f | @) es subdlgebra de (k, f) es club.

45



Demostracion. Sean Cg := {a < k : f(8) < a} (son clubes por el Ejemplo 7.16). Luego

D:{a<l<:‘v’,8<a/(f(,8)<a)}:a§KCa.

Teorema 7.23 (Lema de “Compresion” de Fodor). Sean k > w regular, S C « estacionario y

f: 8 — «tal que f(B) < B para todo B € S (f es regresiva). Entonces existe a < K tal que
f'({a}) es estacionario.

Demostracion. Probamos la contrarreciproca. Supongamos que para todo & < &, f~'({a}) no es
estacionario. Luego hay un club C, € k \ f~'({a}). Sea D := Ay Co, y tomemos B € SN D.
Tenemos

Va<B(BeCy) = Va<B(B¢f ({a}) = Ya<B(f(B)+a) = f(B) =5,

luego f no es regresiva.

Luego, toda vez que tengamos una funcion regresiva f : Lim N w; — wi, no s6lo no va a ser
inyectiva, sino que habrd N; elementos de Lim N w; que irdn a parar por f al mismo elemento
de w;. Dicho con la interpretacion liberal del Ejemplo 7.15, al tener Lim N w; “densidad 1 en el
infinito”, no puedo traerlo a la izquierda sin que se apelmacen sus elementos.

7.4. Ejercicios

x7.7. Probar que C es club si y sélo si es no acotado y cerrado en la topologia del orden. O
sino, probar todas las afirmaciones de clausura del texto que se seguian de argumentos
topoldgicos.

x7.8. SiCesclubenkya < k,entonces C N {B < k:a < B} escluben k.
x7.9. Sea « un cardinal débilmente inaccesible. Probar que LimCard N « es estacionario en «.
x7.10. Si S es estacionario y C es club en «, entonces S N C es estacionario en k.

x7.11. Probar que si C es cluben ky @ € k \ C, entonces existe max{ € C : 8 < a} (siempre
que este conjunto no sea vacio).

x7.12. (*) Probar que los conjuntos Sy del Ejemplo 7.19 son estacionarios. ©
x7.13. Probar que para toda C € “9% (x), 0 € A, C,.
x7.14. Probar que Ay, Cy =), Cy U (y + 1) (y luego (N, Cy C Ay<i C,).

x7.15. Suponga que Ya < «3B < k P(a, B), donde P es un predicado. Probar que hay un club
C C ktal que paratodoy € C,Va < y3B <y P(a, B).

x7.16. El Lema de Fodor (Teorema 7.23) no vale si k no es regular. ©
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x7.17. (*) Probar que toda f : w; — R continua es eventualmente constante. @

Con esto se puede probar que w; es un espacio Ny, Hausdorff, tal que toda f € C(w,R) tiene
imagen compacta, pero no es compacto.

Un cardinal es (débilmente) Mahlo si es (débilmente) inaccesible y {1 < « : A es regular}
es estacionario en k. En el préximo ejercicio, decimos “los cardinales con la propiedad P son
estacionarios en x” cuando {4 € « : A cardinal tal que P(A)} es estacionario en k.

x7.18. Sea « Mahlo.
a) Los cardinales limites en sentido fuerte son un club en «.

b) Probar que los cardinales inaccesibles son estacionarios en k.

Luego, los cardinales Mahlo son mucho mds grandes que el primer inaccesible, que el primer
inaccesible que es limite de inaccesibles, etcétera.

8. Cardinales medibles

8.1. El problema de la medida

La tesis doctoral de Lebesgue (1902) tiene un nombre extremadamente elegante: Integral, Lon-
gitud, Area. En ella se plantea el problema de definir una funcién A que asocie a cada subconjunto
acotado de la recta un nimero real de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

1. A no es idénticamente 0,
2. A es invariante por traslaciones (i.e., A(X) = A(X + r) para todo conjunto acotado X,y

3. A es contablemente aditiva, es decir, si los X,, (n € w) son disjuntos dos a dos, A(lJ,, X,) =
2 A(Xn).

Répidamente, Vitali (1905) prueba usando AC que esto es imposible. No obstante, Banach plantea
una version mds general del problema, que no es invalidada por su ejemplo.

Problema 8.1 (Banach). Decidir si hay algiin conjunto E y una funcion u : % (E) — [0, 1] que

satisfagan:
L u(2) =0yu(E) =1,
2. uesnotrivial: u({x}) =0 paratodo x € E, y
3. u es contablemente aditiva.

Diremos que u es una medida sobre E; 1a no trivialidad tiene por sinénimos “u es continua”
6 “u se anula en singuletes”. Para ver que efectivamente es una situacion mds general, primero
basta convencerse que toda A de arriba estd determinada por su valor en 9 ([0, 1]), y que la no
trivialidad se sigue de la invariancia por traslaciones.
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8.2. Medidas sobre un cardinal

Como el problema de la medida de Banach no depende intrinsecamente del conjunto FE,
podemos redefinir todo refiriéndonos a un cardinal.

Definicion 8.2. Sea x € Card. Una medida sobre « es una funcion u : 9 (k) — [0, 1] que satisface:
» u(2) =0ypu(x)=1y
= 4 es contablemente aditiva.

Si ademds satisface
= u({x}) =0 paratodo x € «,

decimos que es no trivial.

Si k < A son cardinales infinitos y hay una medida sobre «, entonces hay medida sobre A. En
efecto, sea 4 medida sobre «. Luego, v(A) := u(A N k) es una medida sobre A.

En la siguiente definicion, la suma arbitraria de nimeros no negativos se define como en el
Ejercicio x0.10.

Definicion 8.3. Sea ¢ una medida sobre x y sea A € Card. Decimos que u es A-aditiva si para todo
B <Ay{A,:a < B} C (k) familia disjunta, se da

p(UfAa s @ < BY) = D p(Aq).

a<pf

Por definicién, una medida sobre « es automaticamente N-aditiva. Observemos que la medida
vy de mas arriba no es A-aditiva.

Lema 8.4. Si « es el menor cardinal que admite una medida no trivial u, entonces u es k-aditiva.

Demostracion. Por la contrarreciproca. Supongamos que u : 9% (k) — [0, 1] no es k-aditiva.
Luego hay A < k' y {A, : @ < A} subconjuntos de « disjuntos dos a dos tales que

p(UfAg s < 2}) # D p(Ad).
a<A

Afirmacion. Hay un conjunto contable I C A tal que Va € A \ I, u(A,) = 0 (ejercicio).

Como N; < A, podemos reemplazar via una biyeccion A por A + w y suponer que u(Ay,) =0
para todo @ < A. Luego tenemos

p(UAg i < A+ 0}) £ >0 u(Aa) = Y p(Arn). 8)
a<A+w n<w

Por aditividad contable,

wU{Ag i@ <A+ 0}) = p(U{Ap:a <2} U U{Ap i 1< a < A+ w})
w(U{Ag s < }) +pu(Uf{Ag 1 1 < @ < 1+ w})
p(U{Aa @ < )+ " i(Agn).

n<w
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Luego, restando ), ., (A a4,) de los extremos de (8), concluimos que los A, (@ < A) son disjuntos
dos a dos tales que
ro=pu(U{As i@ <a}) 20

Definimos medida v sobre A: si X € A, v(X) := 1 - u(U{Aq : @ € X}). Es no trivial, luego « no
era el menor cardinal que admitia una tal medida.

Definicion 8.5. Un cardinal « es medible a valores reales (mvr) si admite una medida no trivial
k-aditiva.

Lema 8.6. Todo cardinal mvr es regular.

Demostracion. Supongamos que « no es regular, ysea 0 = xg < x] < ... <Xy < ... (@ < Q)
cofinal en k con A < k. Luego « es la unién disjunta de los conjuntos A, = {8 < k : x4 < B <
Xa+1}. Como los singuletes tienen medida nula, la x-aditividad asegura que cada A, tiene medida
nula. Pero aplicando «-aditividad una vez mds se concluye que | J, .y Ay = k también tiene medida
nula, absurdo.

Definicion 8.7. Sea u una medida sobre k. Un subconjunto A C « es un dtomo de u si u(A) > 0
y paratodo B C A, u(B) € {0, u(A)}.

Es decir, A es la representacion fidedigna de la injusticia absoluta segin u: partiendo la torta
A, alguien se queda con pricticamente todo y el resto con migajas.

Ulam, en sus afios de doctorado (1929), prueba una dicotomia sorprendente sobre el problema
de la medida de Banach. En caso de haber solucién con dtomos podria considerarse un tanto
espuria; especialmente, si es que estamos pensando, como en el caso de Lebesgue, en obtener una
medida “sinceramente continua”, y no s6lo desde el punto de vista de los singuletes. En cierto
modo, Ulam prueba la reciproca de esta expresion de deseo, y muchisimo maés:

Teorema 8.8 (Ulam). Supongamos que el problema de la medida tiene solucion, y que k es el
menor cardinal que admite una medida u. Entonces:

1. Si u no tiene atomos, k < 2™,
2. Si u tiene algun dtomo, « es inaccesible.

En cada caso, las conclusiones son impactantes. En el primero, automaticamente hay solucién
del problema de la medida para el [0, 1] (puesto que el x se inyecta en el [0,1] y se puede
“transferir” la medida). Pero no sélo esto, sino que usando un par de trucos se puede probar que
hay una medida u definida en todo % (R) que extiende a la medida de Lebesgue.

A continuacién, probaremos el primer item, y ademds que todo cardinal mvr es débilmente
inaccesible. Esto mostrard que este caso de la dicotomia implica un fallo espectacular de CH.
Utilizaremos “A LU B = C” para denotar que AUB = Cy ANB = @,y sites una sucesion,
denotaremos con ¢ x al resultado de agregar un nuevo término x al final de la misma: t"x :=

£ U {{(dom(r), x)}.

Ejercicio 8.9. Si u no tiene atomos, hay ¢ > 0 tal que para todo X C « con u(X) > 0, existen

X1, Xp tales que X U Xy = Xy u(Xyp), u(Xz) = ¢ - u(X). (De hecho, se puede probar con ¢ = %).
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Prueba del Teorema 8.8(1). Dados k y u como en el enunciado, construiremos una medida sobre
@) (y por minimalidad de «, k < |“2| = 2%0).
Para cada t € =2 definimos un subconjunto X; C « con las siguientes propiedades:

n Xy =K,
w Xi = X0 U Xi-15

» u(Xy) ||—> 0;
t|—o0
por recursion: supongamos X; definidos y Xp, X; son una descomposicién de X; con ¢ - u(X;) <
u(X;) (@ =0,1). Luego tenemos u(X;) < (1 —c¢) - u(X;). Tomamos X,-; := X; y por induccién
u(X,) < (1-c¢)". Luego concluimos que paratoda f € “2,N), X £ 1n tiene medida O (por monotonia

de u).
Definamos ahora una medida v sobre “2. Sean

F:92—>9((k), F(f):= ﬂxm

v(A) = u(ULF(f) - f € A}),

para A C “2. Veamos que v es medida no trivial sobre “2.
La no trivialidad se sigue de que v({f}) = u(F(f)) = 0 por construccion y que v es o--aditiva
queda como ejercicio simple. Sélo resta probar que v(“2) = 1 y para esto es suficiente ver que

k=U{F(f): fe®2}. 9
Fijemos a < «k; se puede probar por induccién en n < w la siguiente afirmacion:

(%) Existe un tnico ¢ € <“2 tal que dom(f) =ny @ € X;; y todo s € <“2 tal que @ € X;
y dom(s) < n, esta incluido en ese ¢.

De (%) se sigue que los elementos de S, := {t € ~“2 : @ € X;} son comparables dos a dos y cada
natural estd en el dominio de alguno. Luego, su unién f := J S, es una funcién de w en 2 que
cumple con a € X, para todo n, es decir @ € F(f). Como a era arbitrario, se sigue (9).

Ejercicio 8.10. Probar que toda medida A-aditiva es A-subaditiva, i.e., u(U{A, : @ < B}) =
2a<pH(Ag) paratodo B < Ay toda familia {A, : @ < B} C P (k).

Teorema 8.11. Todo cardinal mvr es limite.

Demostracion. Supongamos por el absurdo que k = A* es mvr. Construiremos una matriz de Ulam,
con A filas y A columnas

bt
0 0 0 0
FO FO FO ... F§
1 1 1
k=" FO Fl F2
Fy By OFY Fy
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cuyos elementos son subconjuntos de k que cumplen
1. paratodo 6§ <Ay’ <a <k, FINFY =2,y
2. para todo a < «, |K N Ug<a F5’| <A

Una vez hecho esto, el item 1 implica que en cada columna 6 hay a lo sumo numerables « tales
que u(Fy) > 0. En total, hay a lo sumo A - 89 = A pares (a, 6) tales que u(Fy) > 0. Luego, hay
un a < « tal que no es la primera componente de ninguno de esos pares. Entonces, fijaindonos en
la fila @, por el item 2, tenemos que u(« \ Uy, Fy) = 0,y por lo tanto,

1:u(0gFg) < ;u(Fé’),

por la x-subaditividad de u. Pero la suma es nula por eleccién de a, absurdo.
Ahora pasemos a la construccion de la matriz. Para cada p < «, tomemos f, : p — A inyectiva.
Luego definamos

Fy={p:a<p<kA fy(a) =06}

Para cada 6, los conjuntos F’ son disjuntos dos a dos puesto que si f,(a@) = 6 = f, () entonces
a = 8 por inyectividad. Por dltimo,

UF“:{p:39(a<p<mfp(a):9)}
0
={p:ra<p<knI0(fp(a)=0)}
={p:a<p<kl=k~N(a+l),
y luego « \ Ug<q Fy = @ + 1. Queda concluida la demostracion.

Corolario 8.12. Todo cardinal mvr es débilmente inaccesible.

En particular, ZFC no puede probar que existan.

8.3. Cardinales medibles

Supongamos que k admite una medida y k-aditivay A C k es un dtomo de u. Podemos definir
otra medida sobre « de la siguiente manera:

_ u(XNA)

v(X) : ()

Esta v es un ejemplo de la siguiente

Definicion 8.13. v es una medida sobre « a dos valores si es una medida sobre « tal que v :
% (k) — {0, 1}.

Lema 8.14. « admite medida no trivial a dos valores si 'y solo si hay un ultrafiltro o-completo no
principal sobre «.

Definicion 8.15. Un cardinal medible es un cardinal que admite una medida «-aditiva no trivial a
dos valores.
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Luego, todo cardinal medible es mvr y por ende, débilmente inaccesible. Probaremos ahora
que de hecho son inaccesibles (en sentido fuerte).

Teorema 8.16. Todo cardinal medible es inaccesible.

Demostracion. Falta ver que son limites en sentido fuerte. Por el absurdo, supongamos que « es
medible y sea A < « tal que |12| =21 > «.

Sea S € 12 con |S| = k. Tomemos u medida a dos valores sobre S. Entonces, para cada a < 4,
exactamente uno entre

{feS:floy=1} y {feS:f(e)=0}

tiene medida 1 (puesto que son disjuntos y su unién es S). A ése lo llamamos X, y definimos g ()
como el valor de sus elementos en «. Es decir,

Xo={feS: fla)=g(a)}; u(Xao)=1

Como y es k-subaditiva (Ejercicio 8.10), se puede probar que u(({X, : @ < A}) = 1. Pero g € 12
y (X, : @ < A} = {g} N S tiene a lo sumo un elemento; absurdo porque u era no trivial.

Prueba del Teorema 8.8(2). Sabemos que si k es el menor cardinal que admite una medida no
trivial, entonces ésta sera «-aditiva. Al tener un atomo, obtenemos una medida a dos valores sobre
K,y luego « es medible. Por el Teorema 8.16, k es inaccesible.

8.4. Ejercicios

x8.1. De la prueba de Teorema 8.8(1):
a) Probar la afirmacion (x).

b) Probar que v es o-aditiva.

9. Los conjuntos bien fundados

En esta seccidn estudiaremos la clase WF de los conjuntos bien fundados; para ellos, la relacion
€ es bien fundada. Bajo ZF— P se puede definir recursivamente una nocién de complejidad para
los conjuntos bien fundados, dada por la funcién rango. Luego, se podra ver bajo ZF~ que WF es
un “modelo” de ZF (y respectivamente, con el Axioma de Eleccién).

9.1. Lafuncién rango

En general, para toda clase A y toda relacion conjuntista y bien fundada R sobre A se puede
definir el rango de un elemento de A. Los resultados de esta subseccion se pueden obtener en
ZF—P.

Definicion 9.1. Si R es conjuntista y bien fundada sobre A, definimos recursivamente la funcion
rango:
tkar(y) = U{S(tkar(x)) :x Ry Ax € A}

paratodo y € A.
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Lema 9.2. Sea R bien fundada y conjuntista sobre A. Luego:
1. tka r(a) € Ord para todo a € A;
2. tkagr(a) =sup{rkag(b)+1:b RaANb e A} paratodo a € A;
3. b R aimplicatksr(b) <rtkgr(a);
4. Paratodo B < tky g(a) existe b € {a} U al" tal que B = rka (D).

Demostracion. Lo probamos por induccién bien fundada. Supongamos que para todo b R a se
dan las cuatro propiedades. Luego,

tkar(a) = U{S(tkag(b)) :b RaAbe A} =sup{tkar(b)+1:DbRaAnbec A},

que es un ordinal puesto que los rk4 z(b) son ordinales. En particular, si » R a entonces rk4 g(a) >
tka gr(D) + 1 > rk4 r(b). Esto nos prueba los tres primeros items. Para el dltimo, supongamos que
B < tka g(a). Luego hay un ¢ R a tal que B < rky g(c) + 1; en conclusion S < rtks g(c) y por
hip6tesis inductiva, 8 = rk g(b) para algin b € {c} U c|". Pero entonces b € al" por el Lema ()
2.2.

Definicion 9.3. La clausura transitiva de un conjunto a es trcl(a) := {x : x €* a}.
Ejercicio 9.4. Probar las siguientes afirmaciones para un conjunto a:

1. trcl(a) es transitivo e incluye a a.

2. Para toda clase transitiva A, a C A, implica trcl(a) C A.

3. b € a implica trcl(b) C trcl(a).
Ejercicio 9.5. Probar que si R es bien fundada en x|, entonces lo es en {x} U x|".

Si R = €, entonces {x} Ux]" = {x} U trcl(x) = trcl({x}), asi que el Ejercicio 9.5 justifica la
siguiente

Definicion 9.6. Un conjunto b es bien fundado si € es bien fundada en trcl(b). WF denotara la
clase de los conjuntos bien fundados, y si b € WF, su rango rk(b) es rkii(p}):e (X).

Lema 9.7. 1. WF es una clase transitiva: para todo a € WF y b € a, se da b € WF.
2. € es bien fundada en WF.
3. tkwre(a) =1k(a) = sup{rk(b) + 1 : b € a}.

Demostracion. Supongamos que a € WF, esto es, € es bien fundada en trcl(a). Notemos que por
el Ejercicio 9.4(3), € debe ser bien fundada en trcl(b); luego b € WF.

Para el segundo item, sea X un subconjunto no vacio de WF, y tomemos x € X. Por definicidn,
€ es bien fundada en trcl(x). Si trcl(x) N X = @, x es minimal en X. Sino, elegimos un elemento
minimal en la interseccion y serd minimal en X.
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Para el tercer item veremos un enunciado un poco mas general. Supongamos que € es bien
fundada sobre las clases transitivas A y B. Probemos por induccién bien fundada que rky ¢(a) =
rkp e(a) paratodo a € A N B. Supongamos valido para todo b € a. Luego,

tkac(a) =sup{rkac(b)+1:bcanbeA} Definicion rky e (10)
=sup{rkac(b)+1:b € a} A transitiva (11)
=sup{rkac(b)+1:beaAbe B} B transitiva
=sup{rkpe(b)+1:beanbe B} Hipétesis inductiva
=rkpe(a) Definicion rkp ¢

Por el Ejercicio 9.4(1) podemos tomar A = trcl({a}) y B = WF obtenemos rkwrc(a) = rk(a).
Para obtener la segunda igualdad, tomamos A = trcl({a}) y considerando las lineas (10) y (11)
aplicamos el resultado recién probado con B = trcl({b}) para sustituir rk4 ¢ (b) por rk(b).

Lema 9.8. Para todo conjunto b, b € WF si y solo si b C WF.

Demostracion. (=) Por el Lema 9.7(1)
(<) Sea b € WF; como WF es transitiva, trcl(b) € WF por el Ejercicio 9.4(2). Luego € es
bien fundada en trcl(b) por el Lema 9.7(2), y en conclusién b € WF.

9.2. Ejercicios

x9.2. Sea R bien fundada y conjuntista sobre A.
a) Six R* a entonces kg g(x) < kg g(a).

b) Probar que R* es bien fundada sobre A.

x9.3. Probar que para cada a € Ord, k(@) = a.

9.3. Jerarquias transfinitas de conjuntos

A continuacion, utilizando el Axioma de Partes, demostraremos que WF se descompone en una
jerarquia de conjuntos, indizada mediante los ordinales.

Lema 9.9. Si z C y € WF entonces z € WF y rk(z) < rk(y).

Demostracion. Siw €* z, entonces o bien w € z o existe un w’ tal que w €* w’ € z por el Lema ()
2.2. En el primer caso, w € y, y en el segundo, w €* w’ € y, luego en ambos casos tenemos que
w €* y por el Lema () 2.2. Asi que trcl(z) C trcl(y) y € debe ser bien fundada ahi por estar y en
WEF.

Para la segunda afirmacion, basta aplicar la formula para calcular rk(y):

rk(y) = sup{rk(w) + 1 : w € y} > sup{rk(w) + 1 : w € z} =1k(z).
Corolario 9.10. (ZF~) Si x € WF, entonces 9 (x) € WF y tk(9 (x)) = rk(x) + 1.

Definicion 9.11. R(«a) := {x € WF : rk(x) < a}.

54



Los conjuntos que viven en R () son los que requieren menos de a “llaves anidadas” {{{... }}}
para su construccion.

Teorema 9.12. (ZF~) Los R(«) son conjuntos y cumplen con la definicion recursiva

R(0)=2
R(a+1) =2 (R(a))
R(y) = U{R(@) : @ <y}, v € Lim.

Demostracion. Lo demostramos por induccién en Ord.

Trivial.

Supongamos que R(«) es un conjunto. Por el Axioma de Partes, 92 (R(«@)) es un
conjunto. Veamos las dos inclusiones; supongamos x C R(«). Por el Lema 9.8, x € WF.
Entonces

tk(x) =sup{rk(y)+1:yex} <a<a+l,

puesto que rk(y) < « para todo y € x. Esto nos da % (R(a)) € R(a +1).
Para la otra, tomemos b € R(a + 1). Luego el Lema 9.2 asegura que para todo x € b,

rk(x) < rk(b), luego rk(x) < a. En conclusién, b C R(«), y obtenemos la otra inclusion.

El Axioma de Reemplazo asegura que el miembro derecho es un conjunto, y es bastante
facil chequear que la definicion de R(7y) implica que debe ser igual a esa union.

Ejercicio 9.13. (ZFC™) Sea « un cardinal inaccesible. Entonces para todo « < «, |R(@)| < «.

Laclase WF proveerd en la Seccién 11.7 de un “modelo” de ZF, demostrando que la introduccién
del Axioma de Fundacién a ZF~ no introduce contradicciones.

Otra forma de clasificar a un conjunto x es de acuerdo a la cantidad de conjuntos requeridos
para construir x; esto es, el tamafio de su clausura transitiva.

Definicion 9.14. (AC) Sea « un cardinal. Los conjuntos de cardinal menor que « hereditariamente
son H(k) := {x € WF : |trcl(x)| < «}. Los conjuntos hereditariamente finitos HF son H(y), y
los hereditariamente contables son los HC := H(N).

En general, cuando tengamos una propiedad de conjuntos P, diremos que x satisface “heredi-
tariamente” P si P vale en la clausura transitiva de {x} (x cumple P, sus elementos cumplen P,
los elementos de sus elementos cumplen, etc.). Notemos que en el caso de la Definicién 9.14, todo
x € H(x) cumple con |x| < k.

Teorema 9.15. Trabajando en ZFC™:
1. Para cada k € Card, H(k) es un conjunto; mds aiuin, H(k) € R(k).

2. Si k es inaccesible, entonces se da la igualdad.
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Demostracion. Veamos que H(k) C R(k) para todo k. Sea x € H(k); para cada @ < rk(x),
existe b €* x tal que rk(b) = a por el Lema 9.2. Esto significa que rk[trcl(x)] 2 rk(x). Como
[trcl(x)| < k, debe ser |rk(x)| < «; y como rk(x) es un ordinal, obtenemos rk(x) < «.

Para el segundo punto, sea x € R(«x) = [J{R(@) : @ < «}. Luego hay a < « tal que rk(x) < a.
Por el Ejercicio x9.2(a), tk(y) < rk(x) paratodo y € trcl(x), asi que trcl(x) € R(a). Pero entonces
el Ejercicio 9.13 nos asegura que |trcl(x)| < «.

Se puede probar que el cardinal de H (k) es 2<%; ver [8, Lemma 1.13.28]. En el siguiente lema,
mostraremos que los H (k) con k regular son cerrados por tomar subconjuntos de tamafio acotado.

Lema 9.16. (AC) Supongamos que « es regular. Si y C H(k) y |y| < k entonces y € H(k).

Demostracion. Por el Lema () 2.2,
trel(y) ={z:Ix(z€" xAxey)}Uy={trcl(x) : x € y} U y.

Como |y| < k y cada trcl(x) tiene cardinal menor a k para x € y (puesto que y C H(k)), la unién
debe tener cardinal menor que « por el Teorema 5.15, dado que « es regular.

9.4. Ejercicios

Los siguientes ejercicios permitirdn demostrar en la Seccién 11.7 que los R(y) con y > w
limite son modelos de Z.
x9.4. Suponga que x, y € WF. Entonces:
a) {x,y} € WFyrk({x, y}) = max(rk(x),rk(y)) + 1.
b) 9 (x) € WF y k(22 (x)) = rk(x) + 1 (esto es el Corolario 9.10).
¢) Ux e WFyrk(Jx) < rk(x).

Y este resultado auxiliar asegura que Reemplazo vale en H(k):
x9.5. (AC) Suponga que « es regular. Si f : z = H(«) y z € H(x) entonces f,img f € H(k).
x9.6. ;Cuidles propiedades de las del Teorema 9.12 siguen valiendo en ZF— P?

x9.7. La primera inclusién en el Teorema 9.15 vale en ZF™— P.

10. Ldgicay Teoria de Modelos

A continuacién veremos un “cursillo de emergencia” de Teoria de Modelos, una parte impor-
tantisima de la Légica Matemadtica con diversas aplicaciones a otras dreas, desde la geometria
algebraica y la teoria de anillos, hasta la misma Conjunteoria. Lo que sigue es una explicacién
extremadamente simplificada e incompleta del tema; para una presentaciéon mds exhaustiva, se
pueden consultar [4, 3]; el capitulo 5 del libro de Just y Weese [6] es un resumen interesante (dado
que el libro es en general muy interactivo) y el capitulo 2 de Kunen [7] da una perspectiva muy
detallada. Los ultimos dos libros estdn enfocados principalmente en aplicaciones a Conjunteoria.
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10.1. Estructuras de primer orden

Los modelos que vamos a considerar en esta seccion se denominan también estructuras de
primer orden. Estas son simplemente un conjunto (“universo’) A equipado con algunas operaciones
y relaciones (finitarias) y constantes distinguidas definidas en él. Un ejemplo paradigmaético seria
el de un cuerpo ordenado, como el de los racionales Q = (Q,+,-,0, 1, <), donde +,- son dos
operaciones binarias, 0, 1 son constantes y < unarelacion binaria. La mayoria de las veces estaremos
interesados en modelos estdndares, donde el universo es un conjunto (de conjuntos) e incluyen la
relacion de la pertenencia; por ejemplo N = (w, €).

Los modelos tienen asociadas nociones naturales de isomorfismo y de subestructura, que copian
las ya conocidas para grupos, anillos, cuerpos (ordenados), etcétera. Sen A = (A, ...)yC =(C,...)
modelos. Una funcién f : A — C es un isomorfismo f : A — C si es una biyeccion y preserva
las operaciones, constantes y relaciones del lenguaje. Un subconjunto B C A es un subuniverso
de A si es cerrado por sus operaciones (en particular, contiene a las constantes distinguidas), y
en tal caso el submodelo determinado por B es el modelo B consistente de restringir todas las
operaciones y relaciones de A a B. Por ejemplo, el subconjunto Z de Q es un subuniverso de Q
(a pesar de no ser un cuerpo); restringiendo las operaciones de suma y producto a él, asi como la
relacion de orden, obtenemos un submodelo Z = (Z, +, -,0, 1, <).

En este dltimo ejemplo evidencia la necesidad de un método para referirse a una clase de
estructuras que tienen operaciones y relaciones bdsicas similares (en el caso de Q y Z, dos
operaciones binarias, dos constantes y una relacion binaria). En tal caso, podemos fijar de antemano
un lenguaje de primer orden £ = % U %R, que serd un conjunto de “simbolos” y una funcién 7
que nos diga qué “aridad” tiene cada simbolo. En el caso de Q y Z, tendremos

F :={+,-,0,1} R = {<},

y la funcién 7 estd dada por la siguiente tabla:

) |2/2]0]0]2

(las constantes son funciones O-arias, es decir, sin argumentos). En la préctica, los “simbolos”
pueden ser cualquier conjunto, por ejemplo ordinales; simplemente usamos “+” ¢ “<” como
notacién. En este esquema, fijado &£, una £L-estructura es un conjunto con una familia de ope-
raciones indizadas por el lenguaje £. En general, las operaciones de una &£ -estructura se deno-
tan por los mismos simbolos de &, eventualmente con un supraindice para evitar confusiones:
Q=(Q,+2,.2 02,12 <9 yZ =/{Z,+%, %, 02,12, <%, Una practica, que como bien ejemplifi-
can estos dos modelos, es menos ambigua pero demasiado recargada.

En el caso de la Conjunteoria, el lenguaje relevante es &£ = {€}, con un solo simbolo de relacién

binario.

10.2. La relacion de satisfaccion

Una vez que tenemos definido un lenguaje, podemos definir otras herramientas de expresion
acerca de nuestros modelos: términos y férmulas.
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Los términos son las expresiones que se pueden escribir usando los elementos de & y un con-
junto fijo contable Var = {xo,x1, ...} de variables (también podemos utilizar simbolos auxiliares
como paréntesis y la coma “,” por comodidad). En el caso del lenguaje de los cuerpos ordena-
dos, los términos se corresponderdn intuitivamente con los polinomios a coeficientes naturales
(recordemos que sélo tenemos a 0 y a 1 como constantes). Més correctamente, los términos son
expresiones formales; a posteriori uno puede interpretar cada término en un modelo y obtener
una funcién (de igual modo que un mismo polinomio representa diversas funciones polinémicas;
pensaren (x -x)+ (x+ 1) en Z 6 en Z;). La interpretacion de un término en un modelo A se hace
reemplazando cada simbolo por la funcién que le corresponde en A; luego, al término xg - xq el
corresponderd en Z la funcién “elevar al cuadrado” xo — x Z xo.

Las formulas (mas precisamente, formulas de primer orden), son las expresiones (formales,
sucesiones de simbolos) que se pueden escribir usando todos los simbolos de & y auxiliares,
variables de Var, la igualdad =, y luego combinar razonablemente estos elementos usando los
conectivos légicos tradicionales A, Vv, = (negacién), — (implica), T, L (verdadero y falso, resp.). . .
y los cuantificadores ¥V y 3. La definicién formal del conjunto de férmulas es recursiva y es
importante destacar algunos puntos. En primer lugar, el caso base de dicha recursion estd dado por
las férmulas atémicas, que tienen las formas t; =, y R(¢1,...,t,), donde t, ..., 1, son términos
y R es un simbolo de relacion n-ario (i.e., 7(R) = n). Luego podemos obtener férmulas mas
complejas, por ejemplo:

@1 1= Vxo(=(xo = 0) = Ixi(x0 - x1 = 1)),

que dice que todo elemento distinto de O tiene inverso (a derecha). En segundo lugar, como las
Unicas variables disponibles son las que se usan con las funciones y relaciones bdsicas de la
estructura (digamos, A), los cuantificadores sélo se pueden referir a elementos del universo (y no
subconjuntos de A, u otros objetos de mayor orden; de ahi el término “primer orden”).

Dados los modelos (A = (A, . ..)) y formulas (¢) para expresar propiedades, podemos conectar
ambos mundos: diremos que A satisface ¢,y escribiremos A |= ¢ si al interpretar todas las variables
como elementos de A y los simbolos de ¢ como las funciones y relaciones que corresponden en
A, entonces la propiedad ¢ es cierta en A.

Como un primer ejemplo, tenemos que Q = ¢;, mientras que Z no satisface ¢; (en simbolos,
Z = ¢;). Lanocion A = ¢ también se define recursivamente, pero para hacer la recursion hay que
tener en cuenta que puede haber variables “sueltas”, o libres en la féormula ¢. En tal caso, hace
falta indicar qué elementos de A interpretardn a las variables libres; es decir, es necesario indicar
una funcién valuacién  : Var — A para interpretar las variables que no sean ligadas por ningtn
cuantificador. Para ilustrar esto, veamos un par de casos de la definicién recursiva de |=. {Como
decidimos si xg - x| = 1 es cierta en Q? Antes debemos saber quiénes son x( y x. Para eso, usamos
L

QitExy-x1=1 si'y solo si ((xo) - Qu(x) =12

Para una féormula con un 3,

Q,tEdxi(xg-x1=1) siy sélo si existe un g € Q tal que [Q, (¢(x; =¢q)) Exo-x1 =1],
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hay que modificar la interpretacion de las variables. La notacién “i(x; = ¢)” significa que cambia-
remos el valor asignado a x| por¢a g:

Fx=q) =\ {x NI U{xg)}.

Notemos que, como deberia ser, la propiedad Q, ¢ |= 3x;(xo - x; = 1) no depende del valor que ¢
le asignaba a x;. Cuando todas las variables de ¢ estan ligadas por algin cuantificador (es decir,
¢ es una oracién),* entonces A, ¢ = ¢ no depende de ¢ y entonces podemos escribir simplemente
A E . Tal es el caso de la ¢; de arriba.

Observemos que todos los axiomas de ZF'C son oraciones de primer orden en el lenguaje {€},
asi que para cualquier estructura A = (A, R) que tenga una tunica relacién binaria, tiene sentido
preguntarse cudles axiomas ¢ de ZFC valen en A.

10.3. Ejercicios

x10.1. SeanR := (R, +,%,0,1, <) yQ := (Q, +, %,0, 1, <), en el lenguaje de los anillos ordenados,
con las operaciones usuales. Encontrar una oracién de primer orden ¢ tal que R [ ¢ pero

QFE —¢.

Es un teorema de Cantor que si nuestro lenguaje es £ = {<}, no podemos distinguirlos por ninguna
oracién de primer orden. Sin embargo:

x10.2. Encontrar una £ -oracion que distinga a Q de Z.

x10.3. (*) Encontrar una {+}-oraciéon que distinga a Z de Z X Z (con la suma coordenada a
coordenada).

x10.4. Decidir cudles de los axiomas de ZFC valen en las estructuras (w, {(x + 1,x) : x € w}) y
(R=9, <). ;Satisfacen “existe un conjunto vacio”?

x10.5. (ZF) Decidir si existen conjuntos transitivos isomorfos (como modelos estindares) a los

siguientes grafos dirigidos. En tal caso, dar los conjuntos. ;Cudles son isomorfos a un
subconjunto de un conjunto transitivo? @
[ ]

R A TN
v A X

10.4. Submodelos y absolutez

Una propiedad crucial de las férmulas atémicas es que su significado no cambia entre un modelo
y cualquiera de sus submodelos. Este hecho es una generalizacion inmediata de que las relaciones
y operaciones bdsicas de un submodelo son esencialmente las mismas que las del modelo grande.

“Es usual escuchar la traduccion literal “sentencia” (practicamente establecida por el uso) para sentence. Trataremos
de usar “oracién”, que aparentemente es mds sensata.
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Por ejemplo, al decir que Z es cerrado por el producto -Q de @, estamos afirmando que para todo
par de elementos g, g1 € Z, el resultado de g -Q g1 estd en Z. Luego, si definimos el producto de
Z como la restriccién del producto de Q, podemos decir que si se da go -* q; = g entonces debe
darse go -Q g1 = ¢» y viceversa, para todos 1os qo, g1, g2 € Z. Esto es lo mismo que:

Q. tEx)-x1=x si'y sélo si Z,.Exp-x1=x

para toda valuacién ¢ : Var — Z (es una valuacion adecuada para Q puesto que Z C Q).
Una induccién sobre la construccion de términos permite generalizar esto para toda féormula
atomica:

Lema 10.1. Supongamos que B es submodelo de A. Para toda formula atémica ¢ y una valuacion
t: Var — B, se da

B,.EFo siy solo si AL E .

Introduciremos una de las definiciones mds importantes para el estudio de los modelos de ZFC.
Para una férmula ¢ cuyas variables libres estan entre xo, . . . , X, la condicién A, ¢ |= ¢ sélo depende
de los valores que ¢ le asigna a dichas variables; es comtn en estos casos indicar explicitamente
cudles son los valores de ¢(x;) coni =0, ..., n, escribiéndolos como parametros de la férmula. Por
ejemplo, si t(xg) = b, escribimos A = ¢(b) en lugar de A, ¢ | ¢(xo).

Definicion 10.2. Sea B un submodelo de A, ambos en el lenguaje £. Una féormula ¢(xo, . . ., x,)
(con todas sus variables libres en {xq, . . ., x, }) es absoluta entre By A si paratodoslos by, ..., b, €
B, seda

B E ¢(bo,...,by) si y sélo si A E o(bg,...,by,).

En tal caso usamos la notacién B <, A. Diremos que B es un submodelo elemental de A (B < A)
si se da B <, A para toda £-férmula ¢.

Esta definicion dice que si ¢ es absoluta entre B y A, entonces significa lo mismo para los dos
modelos.

La terminologia “férmula absoluta” se usa primordialmente en Conjunteoria, no asi en Teoria
de Modelos. Sin embargo, el concepto de que una férmula se preserve es central en esta dltima,
como asi también el de submodelo elemental (que si es un nombre estdndar).

La nocién de submodelo elemental, por su parte, puede parecer muy rebuscada; sin embargo,
el siguiente resultado dice que abundan.

Teorema 10.3 (descendente de Lowenheim-Skolem). (ZFC™) Sea &£ un lenguaje de primer y A
un &£-modelo infinito. Para todo X C A existe un submodelo elemental B < A tal que X C By
|B| = max(| X[, |[£], Ro).

En particular, todo modelo infinito de un lenguaje finito tiene un submodelo elemental nume-
rable.

Cuando B es un submodelo elemental de A, podemos decir que ‘“satisfacen las mismas for-
mulas”, con pardmetros en el modelo mds chico. Algo mds débil es que satisfagan las mismas
oraciones; en ese caso se dice que son elementalmente equivalentes; esto sucede, en particular,
cuando A es isomorfo a B.
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Ejercicio 10.4. [; := ([0, 1], <)y [, := ([0, 1]U(2, 3], <) son isomorfos pero hay una { < }-férmula
¢(x) tal que [y [= ¢(1) pero I E —¢(1).

10.5. Formalizacion de la Teoria de Modelos en ZFC

De igual modo que el resto de la Matematica se puede formalizar en la Conjunteoria, las
nociones de las secciones anteriores también se pueden describir en ella, y se pueden demostrar
los lemas y teoremas citados. En particular, las definiciones de términos, formulas y satisfaccion
proceden por recursion y se pueden formalizar usando los resultados de la Seccion 2.

Para distinguir las férmulas 16gicas con las que escribimos y estudiamos ZFC de los conjuntos
que las codifican, utilizaremos las comillas de Quine. De esta manera, una férmula ¢ serd codificada
como un conjunto "¢'. En el enfoque seguido por [7], primero se codifican las variables 16gicas
con conjuntos (también denotados usando '), y una férmula como x, = x3 se codificaria con la
sucesion "x; = x37 1= ("=", "x,", "x3"). Hay, por supuesto, muchas otras posibilidades. Por ejemplo,
en la formalizacién en computadora de ZF [11] usando el programa Isabelle [13], no se utilizan
variables en la presentacion de la 1égica de primer orden sino indices de De Bruijn [1], y las
férmulas tienen una estructura de “arbol”, en lugar de ser una simple sucesion.

La relacion |= se formaliza entonces como una funcién (ternaria) de clase satisface que toma
como argumentos un modelo, una férmula y una valuacién y devuelve un valor 1 6 0 (codificando
“verdadero” y “falso”, respectivamente). Mas precisamente, tenemos que satisface(A, p,e) = 1
solamente si A es un modelo, p codifica una férmula ¢, e es una funciéon de w en A (el universo
de A) y se da la afirmacion “A, ¢ = ¢” (donde la asignacion ¢ viene dada por ¢(x,) := e(n)); no
cumpliéndose alguna de las condiciones, el resultado es 0.

Ejemplo 10.5. Si e(n) := n? + 2 para cada n € w, entonces ZF — P prueba
1. satisface(Q, "xo - x1 = x5, e) = 1;
2. satisface(Q,t,"xo-x1 =x0',e) =0;y

3. satisface(Q, "¢", @) = 0 para toda férmula ¢ (puesto que @ no es una funcién con dominio

w).

Salvando diversas cuestiones técnicas, ésta es la definicion que se usa en Isabelle (con el nombre
satisfies).

11. Modelos de la Teoria de Conjuntos

11.1. Modelos estandares

Cuando el universo A de un modelo A es una familia de conjuntos, y la relacién € estd en
el lenguaje de A, tenemos un modelo estindar. Es sumamente importante entender qué parte de
la teoria de conjuntos es verdadera en A, para saber qué construcciones se pueden llevar a cabo
dentro de €l, y como estdn relacionadas con el universo de conjuntos.
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Para formalizar esta discusion, observemos que desde un principio estamos estudiando las
consecuencias de los axiomas de ZFC. Asi que decir “A es un modelo estdndar”, significa que
podemos probar usando los axiomas que

dJA,E :A=(A,E) AVa,b eA((a,b) €E<—>a€b).

Un detalle no menor que hemos estado pasando por alto, es que estamos utilizando toneladas de
definiciones y para muchas de ellas introdujimos nuevos simbolos que no estdn en el lenguaje
original {€} de ZFC. Por ejemplo, el nuevo simbolo de funcién binaria (-, -) en la férmula anterior.
Claro, se puede eliminar usando el constructor de pares no ordenados:

JAE : A= {{A}.{AE}} AVa,b e A ({{a}.{a,b}} € E &> a € b).

Escribir esta dltima férmula en lenguaje {€} puede ser un poco “rompe-esferas”.’

Prosiguiendo con nuestro andlisis, quisiéramos entender qué propiedades tiene un modelo
estdndar A. Dado que su lenguaje incluye a €, podemos preguntarnos si alguno de sus elementos
satisface la siguiente férmula:

Ye(V) :=VYw=(w € v) (12)

Apenas la vemos, la identificamos como “la definicién del conjunto vacio”. En una perspectiva
ingenua, intuitiva o platonista, diremos que en el “universo de todos los conjuntos” esta férmula es
una definicion de @, puesto ¢. (@) es verdadero y es el inico conjunto que la satisface. Formalmente,
lo que sabemos simplemente es que los axiomas de ZF'C (especificamente, los axiomas de Existencia
y Extensionalidad) demuestran la férmula

Ay pe(v). (13)

(En este caso diremos que ¢, define una constante). Luego podemos expandir nuestro lenguaje
con una nueva constante @, y un nuevo axioma de definicion:

V=0 & pe(v). (14)

En particular, esto significa que cualquier modelo A de los dos primeros axiomas de ZFC satis-
fard (13), y se va a poder interpretar inequivocamente la nueva constante en A, de manera que
se cumpla A £ ¢.(@™). Si A = (A, €*) es un modelo estdndar, entonces de hecho el elemento
de A denotado por @* es un conjunto. La pregunta inmediata es, jes @* el conjunto vacio? No
necesariamente.

Ejemplo 11.1. Tomemos A = {3,{2, 3}, {3,4}}. Es facil ver que
(A,€%) | 3 ge(v), y, mds atin (A, €*) F ¢ (3),
asi que es posible definir @, y resulta igual a 3 = {0, 1,2} # @. Formalmente, la implicacién
(A es estandar con universo A = {3,{2,3},{3,4}}) — A E 3V g (v) A ¢e(3)”

es (una vez expandidas todas las abreviaciones) un teorema de ZF~— P. Sin embargo, la férmula
©e(3) no es un teorema (de hecho, su negacion lo es).

SA pain in the neck, and probably much deeper! como decfa un querido colega aleman.
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Esta discusion se puede aplicar a funciones (de hecho, una constante es una funcién sin
argumentos). Por ejemplo, con los axiomas de Extensionalidad, Separacion y Pares se demuestra
Vx,y 3!z ¢p(x,y,z), donde

ep(x,y,2) =VYw(wezeow=xVw=y). (15)

Es decir, ¢, define una funcién. Esto nos permite introducir el simbolo de funcién {-, -} mediante
un axioma de definicion. En general, considerando los axiomas con los que estemos trabajando en
cada caso, habrd algunas funciones definibles, y para cada una de ellas una férmula que la defina.
A partir de ahora, vejaremos impunemente a la notacién, utilizando € para denotar la €A de un
modelo estdndar A, y omitiremos las comillas de Quine de las férmulas formalizadas en ZFC (con
excepcion de la siguiente definicion).

Definicion 11.2. Sea A un conjunto. Una férmula ¢(x) es absoluta para A si
Vxg, ... xn € A ((A,€), [0 x0,...,n 0 x,] ET¢") & @(x0,...,%xn).
Entonces, la formula ¢.(v) no es absoluta para {3, {2, 3}, {3,4}}.

Definicion 11.3. Una funcion definida por la férmula ¢ (X, z) es absoluta para un conjunto A si se
da (A, e) EVi3lz: ¢(x,z) y ademas ¢(X, z) es absoluta para A.

El problema con el modelo estdndar A del Ejemplo 11.1 es que “le faltaban elementos” para
darse cuenta que 3 no estd vacio. Si hubiera tenido alguno de (o todos) los elementos del 3, no
hubiera pasado esto. Tener todos los elementos de los elementos es exactamente ser transitivo,
y soluciona el problema de absolutez para una importante cantidad de férmulas. Pero esto lo
discutiremos en la Seccion 11.5, ya en el contexto de clases propias.

11.2. Ejercicios

En el Ejemplo 11.1, vimos un caso donde la férmula ¢, definia una funcién (constante, @%),
pero no era absoluta.

x11.1. Probar que ¢, no es absoluta para A de dicho Ejemplo.

x11.2. Encontrar un ejemplo de conjunto B # @ para el cual la férmula ¢, es absoluta pero no
define una funcién.

x11.3. Supongamos que A C By que la funcién definible f es absoluta para ambos. Entonces
A = (A, €, fA) es submodelo de B = (B, €, fB).

11.3. Teoremas de Godel y Consistencia Relativa

Simplemente enunciaremos estos famosos resultados, con algunas consecuencias para el estudio
de la Conjunteoria.

Cualquier teorfa (matemdtica o no) que valga la pena considerar debe ser consistente: no
debe llevar a contradicciones. La formalizacion de este concepto involucra definir rigurosamente
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prueba, y esto se puede hacer de manera satisfactoria para la 16gica de primer orden (a los efectos
practicos de este resumen, basta entender que una prueba es una sucesion finita de féormulas). En
este contexto, una feoria es simplemente un conjunto de oraciones de primer orden de un lenguaje
fijo £. El Teorema de Completitud de Godel dice que para saber que una teoria es consistente
basta encontrar un modelo de ella.

Teorema 11.4 (de Completitud de Godel). Una teoria ® es consistente si'y solo si existe un modelo
A tal que para toda ¢ € ®, A = ¢.

Perfecto; como la Matemdtica se formaliza en la teoria de primer orden ZFC, basta encontrar
un modelo de esa teoria. Chanfle:

Teorema 11.5 (segundo de Incompletitud de Godel). Una teoria consistente ® que permita for-
malizar a los niimeros naturales con la adicion y el producto, no puede probar su propia consis-
tencia.

Mas fuertemente, hay una férmula de primer orden Con(ZFC) en el lenguaje {€}, que es cierta
sty solo si ZFC es consistente, pero

= si ZFC es consistente, Con(ZFC) no se puede demostrar con los métodos de ZFC (eso querria
decir que no se puede probar matemdticamente, a menos que empecemos a Creer en nuevos
axiomas); y

= si alguien encuentra una prueba en ZFC de Con(ZFC), entonces realmente ZFC era incon-
sistente.

Un bajon.

Pero esto nos deja la miserable posibilidad de poder demostrar afirmaciones calificadas de la
forma “Si ZFC fuera consistente, entonces ZFC + 2™ = X, seria consistente”. Esto se denomina
una prueba de consistencia relativa.

11.4. Modelos de clase y relativizacion

Como referencia general para esta seccion, recomiendo leer Kunen [8], pp. 99-102.

El Segundo Teorema de Incompletitud obstruye la biisqueda de un modelo de la Conjunteoria
(0 mds bien, probar en ZFC la existencia de un modelo de ZFC). Sin embargo, podemos avanzar
utilizando modelos de clase, es decir, modelos (impropios) cuyo universo sea una clase propia
(valga el oximoron).

Tratemos de dar sentido a un objeto como el “modelo” Ord := (Ord, <) (que intuitivamente
es un “poset”). Como todas las cosas que involucran clases, debemos tener mucho cuidado mani-
pulando estos objetos. En primer lugar, no se puede hacer un par ordenado con clases o relaciones
de clase (son esencialmente férmulas, no conjuntos). Y de manera mds delicada, no podemos
utilizar nuestra nocion de satisfaccioén “E” puesto que esta formalizada como una funcién de clase
(satisfies) cuyos tres argumentos deben ser conjuntos. Para ejemplificar como se puede salvar esta
situacion, tratemos de expresar que la estructura Ord satisface la oracion gy = Vx(x =0V 0 < x),
que dice que el 0 es el menor elemento. Intuitivamente, esto quiere decir que podemos demostrar
la féormula

¢ = Vx € Ord(x =0V 0 < x).
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Es decir, la validez de una férmula ¢ en Ord equivale a que otra férmula ¢ sea demostrable.

Las reglas para obtener @9 a partir de ¢ son muy simples y hasta cierto punto, obvias. Para
ponerlas en contexto, necesitamos una nocion mas. Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I" una
familia de axiomas de ZFC. Una interpretacion relativa A de £ en I" 0 modelo de clase de & en
I" es una clase A no vacia y una asignacién de clases a cada simbolo de &£, de manera que a los
simbolos de funciones les correspondan funciones de clase de la misma aridad, y lo mismo con las
relaciones. Esto significa que la teoria I" prueba:

= A # @; (i.e., si A esta dada por la férmula ¢ (x), entonces I" prueba 3x i (x)).

= Si al simbolo de funcién f(x) le corresponde la funcion de clase F, entonces I" prueba
Vx 3!zF (X) = z. unico z es el valor de f(X)).

En nuestra préxima definicion nos restringiremos al caso en el que £ consta de un tnico simbolo
de relacion binaria, y que interpretamos con la formula x € y. Una tal interpretacion relativa esta
completamente determinada por la clase A y los axiomas relevantes de la teoria de conjuntos I.

Definicién 11.6. Sea A una clase. La relativizacién de la formula ¢ a A, ¢*, se define recursiva-
mente de la siguiente manera:

1. Si ¢(X) es atémica, ¢? := ¢.
2. (@ AY)A = Ay?, y andlogamente con los otros conectivos proposicionales.
3. (Vzy(z, %) :==Vz € A (¥(z,%)*), y lo mismo con 3.

Esta definicion se puede extender a modelos de clase A de lenguajes £ mas complejos, pero
hay que poner mds casos para las formulas atémicas.

Ejercicio 11.7. Probar que para toda ¢ en el lenguaje {€}, ¢ y ¢" son l6gicamente equivalentes.

Un resultado intuitivamente claro pero molesto de probar es que la relativizacion provee de una
generalizacion de la relacion [=:

Teorema 11.8. Para toda formula ¢(X), ZF~— P prueba:
VA = (A, €) estdndar,¥X € A : (A E "¢'(%)) & ¢ (%).

El resultado de 16gica que hace utiles a los modelos de clase es la siguiente observacion:

Teorema 11.9. Sea A un modelo de clase de £ en I'. Hay un algoritmo tal que dadas una £ -
formula ¢ y una demostracion de ella en la logica de primer orden, devuelve una demostracion de
04 a partir de los axiomas de T

Para entender mds sobre como se definen algoritmos de este tipo, y la nocién formal de
demostraciones en la 16gica de primer orden, consultar un texto de 16gica como [4, 7].

Corolario 11.10. Sean ¥ una oracion y I un conjunto oraciones, ambos en el lenguaje {€}, y
supongamos que A es una clase tal que I" prueba

1. A+ 2y
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2. ¢4 para toda ¢ € T U {}.
Luego, si ' U {y} es inconsistente entonces I es inconsistente.

Demostracion. Supongamos que I' U {i/} es inconsistente. Esto quiere decir que hay una prueba
de una contradiccién y A —y partiendo desde dichos axiomas. Como una demostracién involucra
solo finitas férmulas, hay ¢, ..., ¢, € I'U {¢} tal que la implicacién ¢; A ... A ¢, = ¥ A=y es
un teorema de la l6gica. Como I" prueba que A # @, A determina un modelo de clase de {€} enT".
Entonces podemos aplicar el algoritmo del Teorema 11.9, obteniendo el nuevo teorema l6gico

A_ A A A A

(PIN . AP = XA X)) =] A AQ, = X Aax”.
Ahora bien, por hipétesis I prueba todos los términos del antecedente, asi que entonces debe
probar el consecuente. Pero y4 A —y4 es una contradiccion, luego I es inconsistente.

Utilizaremos mds adelante este Corolario para demostrar que el Axioma de Fundacién no
introduce contradicciones (nuevas). Para ello, probaremos en ZF~ que la clase no vacia WF
satisface ¢ para toda ¢ de ZF (i.e., en ZF~ probaremos ¢"F). Luego, si ZF es inconsistente es
porque ZF~ yalo era.

11.5. Modelos transitivos

Como vimos en la Seccién 11.4, toda clase no vacia A determina un “modelo (A, €)”, 0 mas
precisamente, una interpretacion relativa. Esta nocién generaliza a los modelos estdndares (sobre
conjuntos), y los resultados de esta seccion van a valer también para estos ultimos. Llamaremos
modelos de clase a estas interpretaciones relativas, abusando un poco de la notacién a menudo
diciendo simplemente modelos.

En este contexto, una clase A sera llamada modelo transitivo si es transitiva. Los modelos
transitivos son extremadamente ttiles puesto que para ellos hay una gran cantidad de conceptos
que son absolutos. Para aplicar esta idea, primero escribamos una generalizaciéon comun de las
Definiciones 10.2 (en el caso £ que contiene s6lo una relacién binaria) y 11.2, reemplazando la
nocion [= por relativizaciones donde corresponda.

Definicion 11.11. Sean Ay B clasescon B C A. Una férmula ¢(xo, . . ., x,) (con todas sus variables
libres expuestas) es absoluta entre B 'y A si para todos los by, ..., b, € B, se prueba

©B(bo,...,by)  siysélosi  ¢?(bo,...,by).
Diremos que ¢ es absoluta para B (a secas) si es absoluta entre By V; esto es, si & < ¢.

Mantendremos la notacién B <, A para el caso de clases.

Definicion 11.12. Una férmula ¢ en el lenguaje {€} es Aq si todos sus cuantificadores estan
acotados: son de la forma 3z e x 6 Vz € x, con x # Z.

Lema 11.13. Toda formula A es absoluta entre modelos transitivos.
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Demostracion. Las formulas Ag se construyen recursivamente comenzando por las atdmicas, usan-
do conectivos proposicionales libremente y siempre que ¢ sea Ag, la formula Vz (z € x — ¢) serd
Ay (el caso con 3 se obtiene usando dos negaciones).

Sean ahora A y B clases con B C A. Queremos ver que para toda férmula ¢, se da ¢? < ¢4
siempre que las variables libres de estas formulas se ocupen con elementos de B. Las férmulas
atédmicas son absolutas entre modelos transitivos por (la version para clases de) el Lema 10.1, lo
cual nos da el caso base. Para los conectivos 16gicos, el resultado se sigue de que la relativizacién
los respeta a todos; por ejemplo, en el caso de la disyuncion:

(eViy)B =P vyl def. de relativizacion,
o et vyt hip. inductiva, ¢ y ¢ absolutas,
= (¢ Vy)A def. de relativizacion.

Finalmente, supongamos que ¢ es absoluta entre modelos transitivos y lo probemos para
Vz (z € x — @); notar que x es una variable libre de esta formula. Sea, entonces b € B. Veremos
que (Vz(z€b — @) o Vz(zeb— p)A.

(Vz(zeb— @) =VzeB(z€b— ¢ def. de relativizacion
—VzeB(zeb— ¢?) hip. inductiva
oVzeA(zeb— oY) ()
=(Vz(zeb — @)* def. de relativizacion.

En la equivalencia marcada con (), la implicacién inversa sucede simplemente porque B C A;y
la directa, puesto que si z € b € B entonces debe ser que z € B por ser €ste transitivo.

La nocién de una expansion de un modelo mediante axiomas de definicién (Seccioén 10) se
puede aplicar a los modelos transitivos sin ningin problema, y obtenemos asi interpretaciones
relativas de lenguajes £ mas grandes, como se comentaba alrededor de la Definicion 11.6. Para
estos modelos expandidos se puede probar una version mas general del Lema 11.13 de absolutez.
Para ello, estipulemos:

Definiciéon 11.14. Sea &£ un lenguaje que contiene a €. Una & -férmula es A si se obtiene a partir
de las formulas atémicas utilizando conectivos proposicionales y cuantificaciones acotadas:

Si ¢ es Ag y t es un término que no contiene la variable z, entonces Vz (z € t — ¢) es
Ag.

La version generalizada del Lema 11.13 es la siguiente.

Lema 11.15. Sea & un lenguaje que contiene a €, A = (A, €,...) un modelo en el lenguaje £ y
B un submodelo transitivo de A. Luego para toda L-férmula Ay ¢ se cumple p* < ¢P.

Probar este lema utilizando las ideas del Lema 11.13 es bastante instructivo; la solucion esta en
[8, 1.16.2]. La demostracion es igual tanto para el caso de modelos transitivos basados en una clase
(interpretaciones relativas) o modelos cuyo universo es un conjunto, asi que uno puede trabajar
primero en el marco mas comodo y después transportar la prueba al otro.
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Corolario 11.16. Toda &£ -formula Ay es absoluta entre modelos transitivos.

Para aplicar este Corolario con un par de modelos transitivos B y A, es necesario comprobar
que B sea submodelo de A. En el caso que ambos sean expansiones de modelos (B, €) y (A, €)
mediante definiciones, esto equivale a decir que dichas definiciones significan 1o mismo en ambos
modelos (como se observaba antes del Lema 10.1). Lo veamos en un caso préctico.

Ejemplo 11.17. Sean B y A dos clases transitivas con B C A. La relacion de clase “x C y” estd
definida por la férmula Ag Vz (z € x — z € y), y por el Lema 11.13 es absoluta entre By A. Como
esta féormula significa lo mismo tanto en B como en A (siempre que x, y € B), va a resultar que la
relacién C? serd la restriccion de C# ala clase B. En conclusion, B := (B, €, C?) es submodelo de
A = (A, €,C?). El Corolario 11.16 nos dice ahora que las férmulas A en el lenguaje expandido
{€, C} son absolutas entre B y A.

Lema 11.18. Sea M una clase transitiva no vacia que satisface los axiomas de Separacion y Pares.
Entonces @ y la operacion x,y — {x, y} son absolutos para M.

Demostracion. Como dijimos mds arriba, con los axiomas citados se pueden probar 3!v ¢.(v) y
Vx,y 3lzep(x,y, z). Nuestra intencién es aplicar el Lema 11.13.
Ahora bien, las férmulas (12) y (15) no son Ag, pero son légicamente equivalentes a

Yw ev(w #w)

(xezx)A(yez)AVwez(w=xVw=Yy),

respectivamente, que si lo son. En conclusion, las formulas (12) y (15) son absolutas entre M y V,
y tenemos el resultado.

Ejercicio 11.19. Probar que la unién binaria U es absoluta entre los modelos transitivos de Exten-
sionalidad, Pares, Separacion y Union. (®

Lema 11.20. Sea M transitiva que satisfaga Extensionalidad, Pares, Separacion y Union. La
operacion de sucesor x — S(x) = x U {x} es absoluta para M.

Demostracion. Aqui ejemplificaremos el uso de £-formulas absolutas.

Dada M en las hipétesis, podemos aplicar el Ejercicio x11.3 con el Lema 11.18 y el Ejerci-
cio 11.19 para concluir que (M, €, {-, - Y™, UM) es submodelo de (V, €, {-, -}, U). Por lo tanto, la
Z-férmula atémica y = x U {x, x} es absoluta entre M y V.

11.6. Ejercicios

x11.4. Identificar cudles instancias de Separacion debe satisfacer M para obtener la conclusion del
Lema 11.18.

x11.5. Probar el Lema 11.20 utilizando el Lema 11.13 directamente (i.e., sin hablar de expansiones
del lenguaje).

x11.6. Probar que si ¢ es Ag, y ¢ es un término que no contiene a z, entonces 3!z € ¢ : ¢ es
l6gicamente equivalente a una férmula Ay.
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x11.7. Probar en ZF~ que las siguientes nociones son absolutas entre modelos transitivos:

d) x es una funcioén.

a) x es un conjunto de cardinal a lo sumo 2.
e) f:x—y.

b) x es un par ordenado. ]
f) f : x — y es una biyec-

¢) x es una relacion. cioén.

x11.8. (ZF~— P) Probar que si M es una clase que cumple V¥ € M : [JF € M, entonces el
Axioma de Unién vale en M.

x11.9. La nocién “f es un isomorfismo entre las estructuras P y Q” es absoluta entre modelos
transitivos.

x11.10. Probar en ZF que las siguientes nociones son absolutas entre modelos transitivos:

a) x es un ordinal. C) X =w.
b) x es un ordinal limite.

x11.11. (ZF) Probar que si M es una clase transitiva, entonces Ord" es un ordinal o bien es igual
a Ord.

x11.12. Probar que si ¢ es Ag, y ¢ es un término que no contiene a z, entonces 3!z € 1 : p es
l6gicamente equivalente a una £-férmula Ay.

La composicién de funciones definidas por formulas Ag son absolutas entre modelos transitivos.
Pero, por ejemplo, la funcién D (n) := n + n sobre w no tiene una definicién A (la prueba de esto
escapa de los temas del curso).

x11.13. (*) Probar en ZF que D es composicion de dos funciones definidas por férmulas Ay.

x11.14. Supongamos que M es un modelo transitivo de ZFC. Luego para cada ordinal @ € M,
M E 3x : x = w,. Luego hay un elemento w? de M que satisface esta férmula. Si ahora

N 2 M es otro modelo transitivo de ZFC'y w” es el elemento correspondiente, probar que
N

M
Wy < Wy -

Si M es un modelo transitivo de ZFC'y N < M un submodelo elemental contable, N puede no
ser transitivo, i.e., pueden existir conjuntos X € N que no sean subconjuntos de N. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado:

x11.15. (*)SiN < M | ZFC, M es transitivoy N |= “X es contable” entonces X C N.

Muchas veces es necesario considerar copias isomorfas de una estructura de dentro de otra; es
decir, en lugar de la inclusion consideramos en general una incrustacion (o, en inglés, “embedding”).
La generalizacion correspondiente de los submodelos elementales se obtiene usando mapas j :
B — A llamados incrustaciones elementales, que cumplen

©B(bo,...,by)  siysdlosi @ (j(bo),...,j(bn)).

para toda férmula ¢ y elementos by, ..., b, € B.
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x11.16. Supongamos que A € By j : B — A es una incrustacién elemental. Probar que si la
funcién f es absoluta, entonces

j(f(bl,...,bn)) :f(](bl)’a](bn))
para by,...,b, € B.

11.7. Modelos de fragmentos de ZFF'C
Compilamos a continuacion criterios para decidir si una clase satisface los axiomas de ZFC.
Lema 11.21 ([8, 11.2.4]). (ZF — P) Para una clase M cualquiera:

1. Si M es transitiva, entonces el Axioma de Extensionalidad vale en M.

2. Si M C WF, entonces el Axioma de Fundacion vale en M.

3. SiVze MYy C z(y € M), entonces el Axioma de Separacion vale en M.
4. SiVx,y € M ({x,y} € M), entonces el Axioma de Pares vale en M.

5. SiVF¥F e M(IUF € M), entonces el Axioma de Union vale en M.

6. Supongamos que M es transitiva y para todas las funciones f se da: si dom(f) € M e
img(f) € M, entonces img(f) € M. Entonces el Axioma de Reemplazo vale en M.

Ejercicio 11.22. Escribir la relativizacién de Separacién a una clase arbitraria M, y simplificar
para el caso de que M sea transitiva.

A continuaciodn, trabajaremos en ZF ™.

Lema 11.23 ([8, 11.2.8]). Sea M una clase transitiva. Entonces si Vx € M ((9 (x) " M) € M),
entonces el Axioma de Partes vale en M ; y si M satisface Separacion, también vale la reciproca.

Lema 11.24. Sea M una clase transitiva que satisface los axiomas de Separacion, Pares y Union.
Entonces

1. El Axioma de Eleccion vale en M si y solo si toda familia % € M de conjuntos disjuntos
tiene un conjunto de eleccion en M.

2. Siw € M, el Axioma de Infinito vale en M.
Demostracion. El enunciado de AC es 16gicamente equivalente a la formula V& 3C ¢(%, C) donde
o(F,C)=(VA,BeF :A+oA-TtecA(te B)) > VAcF(Ize A(z€0)).

El Lema 11.18 (junto al Ejercicio x11.12) asegura que esta férmula es absoluta para toda M que
satisfaga las hipétesis pues es Ag en el lenguaje {€, @}. Luego la relativizacion de AC a M es
VF € M3AC € M o(F, C), que es lo que pedia el enunciado.

Supongamos ahora que w € M. La propiedad de ser inductivo,

w(l) =€l AVxel(Skx)el),

es Ap en el lenguaje {€,@,S}. Como el Lema 11.20 nos asegura que S también es absoluto,
entonces ¥ (1) es absoluta para M. Luego w satisface el Axioma de Infinito relativizado a M.
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Teorema 11.25. 1. WF es un modelo de clase de los axiomas de ZF.
2. (AC) WF es un modelo de clase de los axiomas de ZFC.

3. Para todo y € Lim mayor que w, R(y) es un modelo de Z. Suponiendo AC, es modelo de
ZC.

Corolario 11.26. Si ZF~ es consistente, entonces ZF lo es. Igualmente con ZFC™ y ZFC.

Cabe destacar que la primera parte podria interpretarse diciendo que el enunciado
“Si hay un modelo de ZF~, entonces hay un modelo de ZF.”

es un teorema de ZF~ (o de alguna teoria mas débil, como ZF— P 6 Z). Sin embargo, cualquiera
de estas teorias presupone, de algin modo, la existencia de conjuntos infinitos. La prueba que
daremos es finitaria, esto es, esencialmente “‘combinatoria” y s6lo depende de objetos finitos. Por
tal motivo, el resultado es mas fuerte que la interpretacion anterior.

Demostracion del Corolario. El Teorema 11.25(1) indica que ZF~ prueba ¢"'© para todo ¢ € ZF,
y que WF # @. Por el Corolario 11.10, si ZF es inconsistente entonces ZF~ lo es. Y de hecho, (via
el Teorema 11.9) existe un algoritmo que transforma cualquier prueba de una contradiccién en ZF
en una prueba de contradiccién en ZF ™.

La segunda parte es igual.

Lema 11.27. (AC) Si k > w es regular, H(k) es un modelo de ZF — P.

Demostracion. Iremos comprobando que se dan las condiciones suficientes del Lema 11.21.

Sea b € a € H(k); en particular |trcl(a)| < k. Por el Ejercicio 9.4(3), trcl(b) C trcl(a), asi
que concluimos que H (k) es transitivo. Similarmente se puede ver que si b C a € H(«), entonces
b € H(k). Luego, H(«) satisface Extensionalidad y Separacion.

Por definicién, H (k) € WF, asi que también satisface Fundacion.

Por el Ejercicio x9.5, H(«) satisface las hip6tesis del Lema 11.21 para Reemplazo, asi que es
modelo de ese esquema de axiomas.

Por el Lema () 2.2, trcl({x, y}) = trcl(x) U trcl(y) U {x, y}. Six, y € H(k), entonces

[trel({x, y})| < [trel(x)] + |trel(y)] + 2 < «,

asi que {x, y} € H(k). En conclusién el Axioma de Pares vale en H (k).
Es facil ver que | J & C trcl(%). Luego, si & € H(k) entonces

[trel(U F)| < |trel(trcl(F))| = |trel(F)] < «,

conlo que | J%F € H(k).

En este punto ya sabemos que H (k) esta en las hipétesis del Lema 11.24. Primero, |trcl(w)| =
lw| = w < k, asi que w € H(k) y entonces satisface Infinito. Para AC, sea & € H(«) una familia
de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos y (usando AC en V) sea C un conjunto de eleccién para
F.Como C C |JUF € H(k), concluimos que C € H (k).

Lema 11.28. (AC) Sea k > w regular. Entonces el Axioma de Partes vale en H(k) siy solo si k es
inaccesible.
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Demostracion. Si k es inaccesible, H(«) = R(k) por el Teorema 9.15 y luego satisface el Axioma
de Partes por el Teorema 11.25. Si no es inaccesible, hay A < « tal que 2! > . Entonces A € H(«)
pero

P () NH(k) =2 (1) ¢ H(x),
lo que contradice la reciproca al Lema 11.23.

Corolario 11.29. Trabajando en ZFC™:

1. H(N1) es modelo de ZFC — Py de la negacion del Axioma de Partes; luego este axioma no

se sigue de los otros.
2. Si k es inaccesible, H(«k) = R(k) es modelo de ZFC.

Se pueden probar en ZFC afirmaciones mds precisas sobre H(N1); por ejemplo, que satisface
“todo conjunto es contable” 0 “9? (w) no existe”; ver [8, Lemma I1.4.4].

Corolario 11.30. Si ZFC es consistente, no puede probar la implicacion
Con(ZFC) — Con(ZFC + “existe un cardinal inaccesible”).

Demostracion. Sea I la afirmacion “Existe un cardinal inaccesible”. Por el Corolario 11.29, ZFC+1
prueba que existe un modelo de ZFC, es decir,

ZFC + I prueba Con(ZFC). (16)
Si ZFC probara Con(ZFC) — Con(ZFC + 1), a fortiori tendriamos
ZFC + I prueba Con(ZFC) — Con(ZFC +1). (17)
Luego, aplicando modus ponens a (16) y (17), concluimos
ZFC + I prueba Con(ZFC +1).

Pero esto contradice el Segundo Teorema de Incompletitud de Godel.

Es decir, la existencia de un cardinal inaccesible no es relativamente consistente con ZFC.
Como ademds ZFC + I prueba Con(ZFC) decimos que la teoria ZFC + I tiene mayor fuerza de
consistencia que ZFC.
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A. Ayudas para algunos ejercicios

Ayuda (x0.13). Verque (o esiguala{x € X : YU € 9 (x € U)} para cada X en .
Ayuda (x1.8). Considerar a \ S.
Ayuda (x1.14). Dado un ordinal «, copiar la idea del Ejercicio x1.13.

En el Ejercicio x3.2(b), se pide decidir si hay una biyeccién entre {x € Q : 0 < x < 1}y
{x € @ :0 < x < V2} que preserve el orden. Existe una, y de hecho vale este resultado mucho
mds general:

Teorema A.1 (Cantor). Todos los conjuntos contables, totalmente ordenados, densos y sin extremos
son isomorfos.

Este resultado se puede probar, dados dos 6rdenes P y Q, haciendo una construccion recursiva
del isomorfismo, partiendo de dos enumeraciones de ellos [6, Theorem 16, p.50].
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Ayuda (x4.3). Utilizando AC encontrar un selector apropiado y usarlo para definir f por recursion

=

en w.

Ayuda (x5.7). Probar las dos desigualdades.

H H

Ayuda (x5.8). Partir el conjunto de indices en A subconjuntos de tamafio A.

(=

Ayuda (x5.9). Copiar la prueba del Teorema de Konig.

[El

Ayuda (x6.9). En general, cualquier espacio separable es ccc.

[El

Ayuda (x7.12). Sea C C « club. Basta probar que el 8-ésimo elemento de C tiene cofinalidad 6.

Ayuda (x7.16). Pensar en Card NN, .

[El

Ayuda (x7.17). Sea € > 0. Para cada @ < w; limite hay g(@) < « tal que f varia menos que € en
el intervalo [g(a), @).

Ayuda (x10.5). Todos menos (c) y (d) son isomorfos a (A, €) para algin A transitivo. Y (c) es el
tnico que no es isomorfo a un subconjunto de un conjunto transitivo.

B. Ejercicios resueltos

Ejercicio (x1.11(a)). El producto ordinal distribuye a izquierda con la suma: a- (8+¢) = a-S+a €.

Solucion. Recordar que + es normal (comentario después del Corolario 1.35).
Lo probemos por induccién en £. Es decir, probamos el enunciado para a y S fijos.

a-(B+0)=a-B=a-B+0=a-B+a-0,usando la primera linea de la definicion.

m Supongamos que vale para £. Luego,

a-(B+(E+1)=a-((B+&)+1) asociatividad de +
=a-(B+&)+a definicién de -
=a-B+a-é+a hipétesis inductiva
=(a-B)+a-(&E+1) definicién de -

Supongamos que vale para todo ¢ < y. Entonces,
a-(B+y)=a-sup{f+&: &<y} definicion de +
=sup{a- (B+&): &<y} Proposicién 1.33
=sup{a-B+a-&: &<y} hipétesis inductiva
=a-B+supf{a-&: €<y} + es normal
=a-B+a-y definici6n de -

Ejercicio (x1.11(b)). El producto ordinal es asociativo.
Solucion. Fijos a y B, probaremos por induccién en & que
a-(B-&)=(a-p)-¢.
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a-(B-0)=a-0=0=(a-p)-0,todo por la primera linea de la definicion.

& + 1| Supongamos que vale para &€. Luego,

a-(B-E+1)=a-((B-&)+P) definicion de -
=a-(B-&+a-B Distributiva -, +
=(a-B)-&+a-p Hipdtesis inductiva
=(a-B)-(£+1) definicién de -
a-(B-y)=a-sup{B-6:0 <y} definicion de -
=sup{a-(B:9):6 <y} Proposicién 1.33
=sup{(a-B)-96:0 <y} Hipétesis inductiva
=(a-B)-vy definicién de -

Ejercicio (Lema 5.5). Six € Cardy a < k, entonces @ + 1 < k.

Solucién. Si a es un nimero natural, & + 1 también lo es y por ende es menor que k. Para el caso de
que « sea infinito, basta encontrar una biyeccion entre @ y @ + 1. Definimos entonces f : a+1 — «
de la siguiente manera:

B+1l B<w
f(B) =18 w<B<a
0 B=a
Es inmediato que f es 1-1y sobre.

Ejercicio (Ejercicio 5.22). Si 6 es regular y « € Card, (k<%)<¢ = x<.

Solucion. Como 6 > 1, basta ver que (k<?)<¢ < =Y.

Sea X € <(<%); esto es, X = {xP}g., conn < 0, y para cada B < i, xP = <x§>a<,,ﬁ, con
ng < 6 para cada 8 < n. Como 6 es regular, 1 := max(n, sup{ng : B < n}) es menor que 6. Luego,
podemos representar a X como un elemento de *(4(x + 1)) =. 4« € <%, rellenando con el valor
k donde haga falta.

Mis precisamente, definimos una aplicaciéon X — {x#} p<a donde, para cada @ < 4,

B x'g B<nAa<ng
" |k caso contrario.

Se puede ver ficilmente que esta aplicacién es 1-1 puesto que <?

0

k es la unién disjunta de los
k con § < 6,y para cada ¢ existe a lo sumo un A tal que 6 = 4 - 4. Concluimos entonces que
(K<9)<0 < K<9.

Ejercicio (Ejercicio 5.25). Existen exactamente 2™ subconjuntos Borel de R.
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Solucién. Tomamos en el Lema 523 0 =8, k =28, B=9%(R), S ={(a,b) :a < b, a,b € Q}
y F que consista de dos operaciones: x — R\ x y {(x;)nece — U{x, : n € w}. Luego, aplicando el
Lema 5.24,

K<9 — (2&0)<N1 — (2N0)N0 — 2N0.

Ejercicio (11.19). Probar que la unién binaria U es absoluta entre los modelos transitivos de
Extensionalidad, Pares, Comprensién y Union.

Solucion. Con los tres tltimos axiomas citados se puede probar la existencia y con Extensionalidad

la unicidad de @, {x,y} y de x Uy = [J{x, y} para cada x e y. En particular, se puede probar
Vx, y Alzepu(x, v, z) donde

ou(x,y,2) =¥Vw(wezeowexVwey).
define la unién binaria z = x U y. Esta férmula es I6gicamente equivalente a
VwezwexVwey)AVYwex(wez) AVwey(we2)

que es Ag. Luego ¢, (x, y, z) es absoluta entre M y V por el Lema 11.13 y se sigue el resultado.
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Index

Los términos simbélicos deben buscarse como si se los leyera en voz alta. Por ejemplo, [A]~? aparece donde

estaria “corchete A corchete”.

abierto en un poset, 39
absoluta para A, 63
N (funcién de Hartogs), 23
N (funcién Alef), 23
anticadena, 38

maximal, 39
A satisface ¢ (A E ¢), 58
atomo, 49
Axioma

de Eleccion, 24

de Martin, 38

de Separacion, 4
axioma de definicién, 62
Axiomas de ZFC, 3

buen orden, 9

caracteristicas cardinales del continuo, 34
Card, 24
cardinal, 21
débilmente inaccesible, 31
inaccesible, 31
limite, 23
limite en sentido fuerte, 31
Mahlo, 47
medible, 51
a valores reales (mvr), 49
regular, 29
singular, 29
sucesor, 23
casi
disjunta, 34
disjunta maximal, 34
incluido, 36
cce, 38
cf(y), 27
CH, 31
clase, 7
cerrada, 17
club, 17
de todos los conjuntos, 7
dominio de una funcién de —, 8

es un conjunto, 7
existe, 7
funcién de —, 8
funcién de — bien definida, 8
relacion de, 8
clausura de S por 7, 32
clausura transitiva, 17, 53
club, 17,43
cofinal, 27
cofinalidad, 27
compatibles en G, 37
Compresion
Lema de —, 46
condiciones
compatibles, 37
incompatibles, 37
condicidn, 37
mas fuerte, 37
que extiende, 37
condicién de cadenas contables, 38
= 11
Conjunteoria, 5
conjuntista, 19
conjunto
abierto en un poset, 39
bien fundado, 53
bien ordenable, 21
cerrado por operaciones, 32
cofinal, 27
contable, 6
creciente, 37
de eleccion, 24
denso, 37
estacionario, 44
incontable, 6
transitivo, 9
conjuntos casi disjuntos, 34
consistencia
fuerza de, 72
relativa, 64
consistente, 63
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contable, 6
contablemente aditiva, 47
(el) continuo, 33
[A]7Y, 29
cuantificador

acotado, 66

DC, 26
definicion

axioma de —, 62

de constante, 62

de funcidn, 63
9% -genérico para P, 37
diagonal

interseccién —, 44
dominar una funcién, 34
dominio

de una funcién de clase, 8

eleccion
conjunto de —, 24
elemental
incrustacion, 69
submodelo, 60
elemento minimal, 3
elementos
compatibles, 37
incompatibles, 37
&0, 17
equivalencia elemental, 60
estacionario, 44
estructuras de primer orden, 57
elementalmente equivalentes, 60
exponenciacion cardinal, 26

F -positivo, 42
familia
acotada, 34
casi disjunta, 34
casi disjunta maximal, 34
loca (mad), 34
que parte, 36
filtro
en P, 37
sobre X, 41
club, 43
generado por «, 41
k-completo, 41

normal, 45
primo, 42
principal, 42
o-completo, 41
Fodor
Lema de —, 46
féormula
absoluta, 60
entre clases, 66
atémica, 58
de primer orden, 58
que define una constante, 62
que define una funcién, 63
funcién
absoluta, 63
cofinal, 27
de clase, 8
bien definida, 8
dominio, 8
de eleccidn, 25
normal, 16
regresiva, 46
sucesor, 9

H(k), 55
Hausdorff
Principio Maximal de —, 24
HC, 55
hereditariamente
contable, 55
de cardinal menor que «, 55
finito, 55
HF, 55
Hipétesis del Continuo (CH), 31

ideal, 41
dual, 41
k-completo, 41
o-completo, 41
C (subclase), 7
inclusidn, 8
incontable, 6
incrustacion
elemental, 69
medible, 22

interpretacion relativa A de &£ en T, 65

interseccion diagonal, 44
invariante por traslaciones, 47
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isomorfismo, 11, 57 ordinal, 9
isomorfos, 11

w, 10
k-completo, 41 operacion
Konig o-aria, 32

Teorema de, 30 <@-aria, 32

finitaria, 32

Lema .y
oracion, 59

de compresion de Fodor, 46

orden lexicografico, 13
de Zorn, 24

ordinal, 9

lenguaje de primer orden, 57 limite, 10
%-estructura, 57 sucesor, 10
{x : P(x)} existe / es un conjunto, 7
loca, 34 parte (familia que), 36
limite [Tier «i> 30

cardinal, 23 poset, 3, 37

ordinal, 10 abierto en un —, 39

cce, 38

matriz de Ulam, 50 producto ordenado, 13

medible predicado, 6

a valores reales, 49 Principi
rincipio
cardinal, 51
medida, 47
A-aditiva, 48

A-subaditiva, 50

de elecciones dependientes (DC), 26
de Induccién Transfinita, 11
Maximal de Hausdorff, 24

producto
a do§ valores, 51 cardinal, 26
continua, 47 infinito, 30

no trivial, 47, 48 ordenado, 13

se anula en singuletes, 47 ordinal, 13
sobre un cardinal, 48
<@“B. 10 rango
modelo de un conjunto, 53
de clase de £ enT, 65 funcién — para R bien fundada, 52
estandar, 57 R-camino
transitivo, 66 de longitudn + 1 en A, 17
mvr, 49 en A de s(0) a s(n), 17
. reales, 34
N (Alef; jno es una N!), 23 regresiva

nocién de forzamiento, 37 .y
funcién —, 46

cce, 38 i6
relacion
normal bien fundada, 3
filtro —, 45

conjuntista, 19

funcion, 16 de clase, 8

nimero e )
relativizacién de la férmula ¢ a A, 65

de acotacioén, 34

de particion, 36 S ’g, 44
de torre, 36 satisface (=), 58
natural, 10 segmento inicial, 12
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selector, 25
Separacion
Axioma de —, 4
Dier Ki» 30
o-completo, 41
o-ideal, 41
c*, 36
subclase, 7
submodelo, 57
elemental, 60
subuniverso, 57
sucesor
cardinal, 23
funcién, 9
ordinal, 10
suma
cardinal, 26
infinita, 30
ordinal, 13
supremos limite, 14

Teorema

de Konig, 30
teoria, 64

consistente, 63
type(A; R), 12
tipo de orden, 12
topologia del orden, 41
transitivo, 9
transversal, 24
términos, 58

Ulam, 50
ultrafiltro, 42

L, 49

universo (V), 7
unién disjunta, 13

V,7

(a) valores reales, 49
valuacion, 58
variables, 58

w (jes una omega, no una w!), 10
WF, 53

N (Alef; jtampoco es una X!), 23

{x : P(x)} existe / es un conjunto, 7

ZFC,3
Zorn
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