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iDe que voy a hablar?

Los teoremas de Léwenheim-Skolem descendente y ascendente.

Estos teoremas, llamados asi por Leopold Léwenheim y Thoralf Skolem,
hablan sobre la existencia y cardinalidad de modelos.

Intuitivamente, nos dicen que si una teoria numerable de primer orden
tiene un modelo infinito, entonces para cada cardinal infinito x tiene un
modelo de tamafio k.

Mas atin, nos dicen que ninguna teoria de primer orden con un modelo
infinito puede tener un modelo tnico (bajo isomorfismo).

En otras palabras, las teorias de primer orden no pueden controlar la
cardinalidad de sus modelos infinitos.



Formalizacion

Sea I" un conjunto de sentencias de un lenguaje de primer orden de
cardinalidad « tal que I" tiene un modelo de cardinalidad A con k < A:

Teorema (Lowenheim-Skolem Descendente). Se cumple que I' tiene
un modelo de cardinalidad s’ para todo v/, Kk < k' < A.

Teorema (Lowenheim-Skolem Ascendente). Se cumple que T' tiene
un modelo de cardinalidad ' para todo &/, k' > A.



Preliminares

Definicién (Signatura). Una signatura de primer orden es una tupla
Y = (F,R,C) donde:

e I, o func(X), es un conjunto de simbolos de funcidn;

e R, orel(X), es un conjunto de simbolos de relacién;

e C, o const(X), es un conjunto de simbolos de constante.

La cardinalidad de ¥, escrito como |X|, es la cardinalidad de F U RUC.

Definicion (X-lenguaje). Un 3-lenguaje es un conjunto de férmulas de
primer orden cuyos simbolos no-légicos se encuentran en 3. En un
Y-lenguaje vamos a tener: términos, formulas, sentencias (dif. entre
variable libre y ligada) ...

Observacion. Un X-lenguaje construido sobre una signatura de
cardinalidad « tiene también cardinalidad k.



Preliminares

Definicion (Modelo). Sea ¥ una signatura de primer orden; un modelo
basado en ¥ es una tupla A que contiene:

e un conjunto no vacio A de elementos (dominio/universo);

e una funcién f4 por cada f € func(X), una relacién 7 por cada

r € rel(¥), y un elemento c¢* por cada ¢ € cons(X).

El cardinal de A, escrito |A|, es el cardinal de A.

Definicion (Satisfacibilidad). La relacién E de satisfacibilidad de una
férmula ¢ en un modelo A bajo una asignacién «, escrito A F ¢[a], se

define de la manera usual.

Usamos A F ¢ sii A F p|a] para toda asignacién a.



Preliminares

Definicion (Submodelo). Un submodelo B de A, escrito B C A, es un
modelo basado en X definido de la manera usual teniendo en cuenta
inclusiones de dominios y restricciones de funciones y relaciones.

Definicion (Submodelo Elemental). Si BC Ay
B E ¢[a] sii AFE p|a]

para toda asignacion «, y para toda ¥-férmula ¢, entonces, decimos que
B es un submodelo elemental de A, escrito B < A.



Lemas

Lema (Criterio de Tarski). Sea B C A; ¢(z1, ..., 2k, x) una férmula
con variables libres 1, ..., , x; y b1,...,b; una secuencia de elementos
del dominio de B;

si

AE Jx(o(x1, .y g, ) [b1, ..., bg] implica
existe b € B tal que AF p(x1, ..., x5, z)[b1, ..., bk, U]

entonces

B =< A



Prueba (Criterio de Tarski)

Supongamos que:
(BCA

(i) AE Jz(p(z1, ..., xp, x))[b1, ..., b] implica
existe b € B tal que AF p(x1, ...z, z)[b1, ..., bk, U]

Tenemos que ver que: para toda X-férmula v y para toda valuacién «, se
cumple que:

B E ¥[a] sii AE ¥]a]

La demostracién es por induccién en la estructura de 1.



Prueba (Criterio de Tarski)

Caso: ¢ = Fx(p(x1, ..., Tk, T))
Tenemos que demostrar que

B E Jx(o(xy, ..., 2k, 2))[a] siit AE Jx(o(x1, ..., 2k, ©))[q]

(solo si) Supongamos A E Jx(¢(x1, ..., Tk, ))[b1, ..., bi]
por (i) existe b € B tal que: AF @(21, ..., 2k, x)[b1, ..., b, b].
por hipotesis inductiva, B F ¢(x1, ..., zk, )[b1, ..., b, b].

por la definicion de satisfacibilidad de 3,
BE Jx(o(zy, ..., 2k, 2))[b1, -, bi].



Prueba (Léwenheim-Skolem Descendente)

Supongamos que I' tiene un modelo A de cardinalidad A definido sobre
una signatura X de cardinalidad

Tenemos que poder construir un modelo B para I tal que |B| =+’ para
k<K <\

Podemos obtener este resultado si podemos construir un modelo B que
tenga las siguientes propiedades:

() B=< Ay (i) |B = #'.



Prueba (Léwenheim-Skolem Descendente)

Consideremos un conjunto B = U B; donde:

0<i
(i) B; C 4;

(i) B; C B(it1);

(i) 1B:] = '; y

(iv) para todo p(z1,...,xk, x) y b1, ..., b € B;

si AF Jz(p(z1, ..., x5, 2))[b1, ..., b, entonces,
existe b € B(;11) tal que AF ¢(21, ..., Tg, ) [b1, ..., b, b].
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Prueba (Léwenheim-Skolem Descendente)

Se cumple que B satisface las siguientes propiedades:
(a) BC A
(b) {c* | c€const(X)} C By

(c) para toda f € func(X) y secuencia by, ..., by, de elementos en B
se cumple que fA(by, ..., b;) € B.

(d) |Bl =+«
Las propiedades (a) — (d) nos permiten construir un submodelo B C A

con dominio B; de lo cual podemos concluir que |B| = «'.

11



Prueba (Léwenheim-Skolem Descendente)

Ademas B satisface que:

(e) AE (3x(o(x1, ..., xk, )))[b1, ..., b] implica
existe b € B tal que AFE p(z1, ..., x5, 2)[b1, ..., bk, U]

Por el Lema (Criterio de Tarski), tenemos B < A.

Esto ultimo establece el resultado del teorema de Lowenheim-Skolem
descendente.
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iPara qué?

e Las demostraciones matematicas son interesantes en si mismas.

e Las técnicas de demostracion utilizadas en estos teoremas
encuentran uso en demostraciones “parecidas”.

pero ademsds ...

e Modelos no estandares de la aritmética.
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