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Operacion Determinante _

Sea ~ una condicién de equivalencia sobre una clase arbitraria Ay sea F' una funcién de clase
unaria. Luego, F' es una operacion determinante para ~ siy solo si, para todo parz,y € A,

x ~y < F(x) = F(y).

Lemade Scott
Sea A C WFunaclasey sea ~ una condicién de equivalencia sobre A. Sean:
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Luego, F'es una operacion determinante para ~.
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Clase Cociente
Sea ~ una condicién de equivalencia sobre Ay sea F' una operacion determinante para ~.
Luego, se define ala clase cociente de A por ~ determinada por F' como

(A/~)p = FlA]

Se utilizard esta técnica para construir el universo anti-fundado.
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Grafos Bien Fundados
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Decoradores de Grafos

Colapso de Mostowski
(1) Para todo grafo G bien fundado, existe un (inico decorador dg de G. Mas aln, dg[G] es
un conjunto transitivo bien fundado.
(2) Sea A un conjunto. Luego, A es bien fundado siy solo si existe un grafo G bien fundadoy
existe un nodo z € Gtalque A = dg(z).
Motivacion
Los conjuntos bien fundados se corresponden a grafos bien fundados. ;Se corresponderan

entonces los conjuntos mal fundados a grafos mal fundados?
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Grafos Punteados

Grafo Punteado
Sea G un grafo dirigidoy seap € G. Luego, (G, p) sera considerado un grafo punteado.

Ejemplos

v 7N

Ni el punto seleccionado ni el grafo necesitan cumplir propiedades adicionales.
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Bisimulacion
Sean Gy H dos grafos punteados,ysea R C G x H.Luego, Resunabisimulacion entre Gy
Hsiysolosi:

a) p& RpH
(2) Paratodosx € G,y € H,siz R y, entonces:

G

() Paratodou <& z, existev «H ytalqueu R v.

() Paratodov +H 1, existe u +G ztal queu R v.

Intuitivamente, una bisimulacién entre G y H explicita una forma en la que H puede realizar

los comportamientos de G y viceversa.

Si existe una bisimulaciéon entre G y H, se dird que G y H son bisimilares, y se denotara
G ~ H.
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Ejemplo

Suponer por el absurdo que son bisimilares, y sea R una bisimulacion. Luego,a R x. Como
b < a, debe existir z + x tal que b R z. Ademas, la Gnica flecha que sale de x tiene a y como
destino. Entonces, b R y. Finalmente, como y < vy, debe existir z <— btal que z R y. Perono
hay ninguna flecha que tenga como origen a b. 4
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Ejemplo
Sean

({03, {(0,0)},0)

(w,{(n,mn+1):n €w},n)

{0} x w esuna bisimulacién entre Gy Hp.
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G = ({0}{0,0)}0)
H, = (w,{(n,n+1):new}n)

{0} x wesunabisimulacién entre Gy Hy. Masaiin, paracadan € w, {} x wesuna
bisimulacién entre Gy H,,. Finalmente, paracadan € w, G ~ H,,.
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Bisimulacién

Propiedades de la Bisimulacion
(1) ~esunacondicién de equivalencia sobre la clase de todos los grafos punteados.

(2) Sean Gy H dos grafos bien fundados. Luego, paratodop € Gyparatodog € H,

da(p) = du(q) < (G,p) ~ (H,q)

Motivacién
La primera propiedad se utilizara para definir el universo anti-fundado.

Sobre la segunda propiedad, sse la podra extender a grafos mal fundados?
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Axioma de Anti-Fundacién

El axioma de anti-fundacién no establece simplemente la existencia de algunos conjuntos mal
fundados, sino que va un paso mas alla, estableciendo la existencia de conjuntos mal fundados
de cualquier formay, mas atn, todos los conjuntos (bien fundados y mal fundados) quedan
univocamente determinados por su forma.

Axioma de Anti-Fundacion
Todo grafo G admite un (inico decorador dg.
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Ejemplos

£Q @7@\\@

dg(a) = {da(a)}
du(r) = {0,du(2)}
du(y) = 0

du(z) = {du()}
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h o= {0,9Q}
2 = {}
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Axioma de Anti-Fundacién

Proposicion
Los conjuntos €2, €27 y €2, son Gnicos.

Demostracion para )

RO~
Sean X eY conjuntostalesque X = {X}yY = {Y}.Sean f,g: {a} — V definidas como
f(a) = Xyg(a) =Y. Notarque

fla) = {fla)} = {f(@): 2z a}

gla) = {g9(a)} = {9(2): z+a}
Luego, fy g son ambas decoradores de G. Finalmente, por el axioma de anti-fundacién,
f = g.Equivalentemente, f(a) = g(a).Porlotanto, X =Y.
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Colapso de Mostowski Revisitado

Colapso de Mostowski Generalizado*
(1) Paratodo grafo G mal fundado, dg [G] es un conjunto transitivo mal fundado.

(2) Sea A un conjunto. Luego, A es mal fundado siy solo si existe un grafo G y existe un nodo
r € Gtalque A = dg(z)yH = (21§, —C [ 2)5) es mal fundado.
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Invarianza por Bisimulacion Revisitada

Teorema (Aczel)
Sean Gy H dos grafos. Luego, paratodop € Gyparatodog € H,

d(;(p) = dH(Q) s (G,p) ~ (H7q)

Motivacion
Este resultado es el pilar para construir el universo anti-fundado de Aczel, ya que dos conjuntos

seraniguales siy solo si los grafos que los definen son bisimilares.
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Universos de Conjuntos
Universos de Rieger
Universo de Aczel

Consistencia Relativa de Anti-Fundacion



Universos de Conjuntos

Universo de Conjuntos
Un universo de conjuntos es un par M = (M, E) donde M es una clase novaciay F es una

relacion de clase binaria tal que:



Universos de Conjuntos

Universo de Conjuntos
Un universo de conjuntos es un par M = (M, E) donde M es una clase novaciay F es una

relacion de clase binaria tal que:

(1) VaVy(E(z,y) >x € M ANy € M).



Universos de Conjuntos

Universo de Conjuntos
Un universo de conjuntos es un par M = (M, E) donde M es una clase novaciay F es una

relacion de clase binaria tal que:

() VaVy(E(z,y) =z € M ANy € M).
(2) Paratodox € M, {t: t E x} esun conjunto.



Universos de Conjuntos

Universo de Conjuntos
Un universo de conjuntos es un par M = (M, E) donde M es una clase novaciay F es una

relacion de clase binaria tal que:
() VaVy(E(z,y) =z € M ANy € M).

(2) Paratodox € M, {t: t E x} esun conjunto.

Notacién
bpm(z)={t:t E z}
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Interpretacion de Formulas
Dado un universo de conjuntos M, se define la interpretacion (o relativizacién) de las férmulas

del lenguaje {€} en M como sigue:

(z = y)™ (z=1y)
(zey™ = E(z,y) < z€buy)
()M = —pM
(eOp)™ = MDOypM
Qzp)™ = Qz e MpM
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Universo de Rieger ‘ ‘
Un universo de conjuntos M es un universo de Rieger siy solo si

VY C M3z e M(bpm(z) =Y)

Notacion
Dado Y C M, p(Y') denotard al tnicox € M talquebp(z) =Y.

Propiedades Basicas

(1) Ve e MYY C M(z=p(Y) < b(z) =Y).
(2 Ve MVYY CM(z Ep(Y) < xz€Y).

) Vz € M(p(b(x)) = x).

@ VY C M(b(p(Y)) = Y).
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Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego, M satisface:

(1) Extensionalidad
(2) Pares

(3) Unidn

(4) Partes

(5) Separacion

(6) Reemplazo



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:

(1) p(0) es el conjunto vacio en M.



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:

(1) p(0) es el conjunto vacio en M.

(2) Sixz € M, entonces p({z}) eselsingulete de x en M.



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:

(1) p(0) es el conjunto vacio en M.
(2) Sixz € M, entonces p({z}) eselsingulete de x en M.
() Siz,y € M, entonces p(b(xz) Ub(y))eslauniondexeyen M.



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:

(1) p(0) es el conjunto vacio en M.

(2) Sixz € M, entonces p({z}) eselsingulete de x en M.

() Siz,y € M, entonces p(b(xz) Ub(y))eslauniondexeyen M.
(4) Siz € M, entonces p(b(z) U {z})eselsucesorde zen M.



Universos de Rieger

Lema
Sea M un universo de Rieger. Luego:

(1) p(0) es el conjunto vacio en M.

(2) Sixz € M,entonces p({z})esel singulete dezen M.

() Siz,y € M, entonces p(b(xz) Ub(y))eslauniondexeyen M.

(4) Siz € M, entonces p(b(z)U {x}) es el sucesor de z en M.
(

(5) Siz,y € M, entonces p(b(xz) Nb(y))eslainterseccién de z e y en M.
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Uso de interpretaciones de términos
Suponer que se desea interpretar en M la férmula () € I. En primer lugar, se tiene que

r=0+<Vz(z¢x)

Luego,
el x(Vz(z¢x)Nzel)

Entonces,
@WeDM=3zeMNzeMzEz) Az EI)

Por el lema anterior,
Vz € M(z E p(0))

Finalmente,
(0 e I)M < p(0) E I (Extensionalidad es crucial)
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Base del Universo
Sea

Ao ={(G,—,p): GEWFA— CGxGApeG}
la clase de todos los grafos con carrier bien fundado.

Seaeg larelacién de clase binaria definida sobre A, tal que, para todos (G, p), (H, q¢) € Ao,

(G,p) g0 (H,q) + Fv M q((G,p) ~ (H,v))

Propiedad de Congruencia
Sean (G, ;) ~ (Gz,p2)y (Hi, ¢1) ~ (Hz, q2). Luego,

(G1,m) €0 (Ha, 1) <> (G2, p2) €0 (Ha, q2)
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Universo de Aczel

Universo de Aczel
Como Ay C WFy ~ es una condicién de equivalencia sobre Ay, existe, por Scott, una

operacion o determinante para ~.

Seaentonces A = (Ay/~),,yseac larelacion de clase binaria sobre A definida como, para

todosz,y € A,
zey<+>IGHEe Az =a(G)ANy=a(H) NG e H)

La relacion € estd bien definida por la propiedad de congruencia.
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Caracterizacion del Cuerpo
Paratodo (G, p) € Ay, se tiene que

b(a(G,p)) = {a(G,v): v+ p}

Corolario
Paratodox € A, b(z) es un conjunto. Luego, (A, £) es un universo de conjuntos.
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Consistencia Relativa de Anti-Fundacién

Teorema (Aczel)
(1) (A, €) esun universo de Rieger. Luego, (A, ¢) satisface ZF'C'~.

(2) (A, e) satisface el axioma de anti-fundacion.

Corolario
Con(ZFC™) — Con(ZFC~ + AFA)
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