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Resumen

Esta corta guia estd destinada a las primeras clases de la materia Introduccion a los
Algoritmos de las carreras de Analista y Licenciatura en Ciencias de la Computacién. El
material practico esta mayoritariamente basado en los Préacticos que se usaron durante el
primer cuatrimestre del ano 2016, que a su vez se nutren del libro de Blanco, Barsotti y

Smith, Cdlculo de Programas.

El autor es matematico; los alumnos se beneficiaran discutiendo y comparando este

enfoque (y las diversas opiniones presentadas) con los otros docentes de la materia.
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3. Soluciones

1. Presentacion

1.1. Grandes Areas de la Computacion

La Computaciéon se puede dividir, grosso modo, en 4 areas distintas:

1. Ingenieria en Sistemas.

2. Ingenieria en Computacién.

3. Ingenieria del Software.

4. Ciencias de la Computacion.

Las describimos a continuacion.



1.1.1. Ingenieria en Sistemas

El nombre completo de este area es Ingenieria en Sistemas de Informacion. Es decir, se
dedica al manejo eficiente de grandes lotes de informacion, o bases de datos. Por ejemplo, la
némina de contribuyentes de Inmuebles de Cérdoba tiene més de un millén de registros; cada
uno con los datos bésicos (direccién del inmueble, superficie, deudas,...) e incluso diversas
conexiones entre los mismos (dos inmuebles con el mismo titular, etc). Cuando hay que imprimir
los cedulones para el pago de dicho impuesto, hay que cotejar esa informacién con datos relativos
a premios por pago cumplidor, deudas, registros bancarios, y un larguisimo etcétera. Si uno
no tiene cuidado manejando esta cantidad de informacion, el mero calculo de cuanto tiene que
pagar cada quién puede demorar méas de un mes. Por ello, en esta parte de la disciplina se
estudia cudles son las mejores maneras de procesar esta cantidad de datos.

La Universidad Tecnoldgica Nacional (UTN) tiene una carrera de computacién especializada
en esta area.

1.1.2. Ingenieria en Computacién

En este caso, se estudia es el diseno del hardware (cpu, chips,...) y cémo interactuardan
dentro de una computadora. En cualquier caso, hay que tener en cuenta que estamos usando
“computadora” en un sentido muy general: un aparato electrénico que se puede programar para
realizar una tarea. Con esta definicion, una tablet, un celular, un smart-tv, una impresora e
incluso la tarjeta para pagar el colectivo son computadoras.

Esta subdisciplina utiliza esencialmente conocimientos de la Ingenieria Electrénica, y se
estudia en la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de la UNC.

1.1.3. Ingenieria del Software

Esta area se encarga de otro problema de escala (cuando algo es tan grande que es dificil
manejar, como las bases de datos). Pero en este caso, lo que hay que organizar es la produccién
del software (programas). Por ejemplo, el funcionamiento de los grandes servicios web (Google,
Facebook, Hotmail,...) es el resultado de la articulacién de miles de partes de “programas”
escritos por distintos equipos alrededor del mundo, y que funcionan en sincronizacion. De hecho,
la Internet misma es un sistema de este tipo. Para desarrollar estos sistemas monstruosos, la
Ingenieria del Software desarrolla herramientas y estandares para permitir su planeamiento y
futuro mantenimiento (solucién de problemas que ocurran o actualizaciones).

1.1.4. Ciencias de la Computacién

Esto es lo que se estudia en las carreras de Analista y Licenciatura de esta facultad.

El objetivo principal de la carrera es la programacion, el desarrollo de programas o software.
Una descripcién parcial de 1o que es un programa (que quizé varios de Uds. tengan como visién)
seria una lista de instrucciones que le damos a la computadora para que realice. Esta descripcién
ingenua es 1til para muchos propédsitos pero obviamente no todo es asi. Nos quedemos con ella
por un momento para seguir la historia.

En esta carrera aprenderan técnicas para desarrollar programas que resuelvan problemas
muy diversos, y las razones tedricas que justifican muchas de esas técnicas. A veces, se puede
demostrar tedricamente que cierta soluciéon a un problema es la mejor que puede conseguirse, y
para obtener estos resultados se requiere de un grado importante de herramientas matematicas
(v légicas).

La diversidad de problemas a resolver nos llevaran a aprender un poco de cada una de las
otras areas de especialidad, y hay docentes especialistas en cada una de ellas en esta facultad.
También por este mismo motivo, enfocarse en un “dnico lenguaje de programacion” no es



una buena estrategia. De hecho, aprenderan varios lenguajes distintos, que tendran distintos
paradigmas (Seccién 1.2).

En nuestra Facultad se trabaja de manera especializada en varias areas de las Ciencias de
la Computaciéon. Algunas de ellas son las siguientes:

1.

1.2.

Computacion de alto rendimiento. En inglés, “High Performance Computing” (HPC). Se
trata del desarrollo de “supercomputadoras” (que consisten de muchos cpus interconec-
tados) y cémo hacer que una tarea se distribuya eficientemente entre los mismos.

Verificacion de sistemas criticos. En muchas situaciones, la respuesta de una computadora
es una cuestiéon de vida o muerte (sistema de un avién en vuelo, dosaje en radioterapia).
Para estos sistemas, ademas de su diseno hace falta una garantia de que funcionan como

deben.

Imdgenes Satelitales. El costo de transmisiéon de datos en el espacio es muy grande, y
usualmente esa informacién viene con mucho ruido. Es necesario procesarla para eliminar
este iltimo y a su vez extraer la mayor cantidad de informacién de la misma imagen.

Inteligencia Artificial. Es un campo muy amplio; desde la programacion de robots fisicos
y virtuales (por ejemplo, que pueden chatear) hasta sistemas que pueden ganar (y ser
campeones mundiales) de concursos de preguntas y respuestas. Esta tecnologia también
se usa para “adivinar” la respuesta mas adecuada para problemas donde la informacion
es incompleta o contradictoria.

Procesamiento de Lenguaje Natural. El proceso por el cual se extrae y organiza automati-
camente informacién a partir de texto escrito en un idioma humano (por ejemplo, ten-
dencias nacionales o mundiales en Twitter, reportes médicos de pacientes con alguna
enfermedad especifica,. .. ).

Investigacion cientifica en todas estas areas y mas. La carrera de Licenciatura, ademas
de complementar la de Analista (y asegurarte un aumento de sueldo), prepara a los
estudiantes para dar sus primeros pasos en la carrera cientifica. Estos pasos se concretan
en el Doctorado (y de hecho, el titulo de Doctor/a da derecho a pedir un aumento de
sueldo jmucho mas grande!).

Paradigmas de Programacién

Retomemos la discusiéon de qué es un programa. Como primera aproximacion, dijimos que
un programa era un conjunto de o6rdenes que se le da a la computadora. Realmente, esto
solo describe uno de los posibles estilos de programacién. Para este resumen, aislaremos los
siguientes:

1.

2.

3.

4.

Programaciéon Imperativa.
Programacion Logica.
Programacion orientada a Objetos.

Programacion Funcional.



1.2.1. Programacion Imperativa

Este estilo es el més “intuitivo” y es el que describimos mas arriba. Simplemente le damos
a la computadora 6rdenes “Suma esto, muestra aquello,...”; casi podria pensarse que son las
instrucciones que se le da a alguien para nos haga una cuenta con una calculadora. La diferencia
principal con una calculadora (y que marca el comienzo de la computacién en si) es que los
lenguajes imperativos tienen érdenes condicionales (“Si el resultado es mayor a $100, compré
carne; si es $100 o menos, compré fideos”) y ciclos que repiten alguna tarea (“Mientras te quede
para el bondi, aposta al 227).

1.2.2. Programacion Logica

Aqui el énfasis no es tanto obtener un resultado luego de operar con algunos datos, sino
plantear relaciones légicas y ver qué conclusiones se pueden sacar de ellas. En este caso, un
programa légico serd una lista de propiedades “Todo lo grande es azul”, “A es grande”, “B no
es azul”, y una vez compilado, le podemos preguntar “;Es A = B?”.

El autor de estas notas confiesa que su ignorancia alcanza un maximo en este paradigma de
programacion.

1.2.3. Programacién orientada a Objetos

En este paradigma, un programa es un descripcion de “clases de objetos” que tienen cier-
tas propiedades (atributos) y operaciones asociadas (métodos). El ejemplo tipico es el de una
cuenta bancaria. Podemos pensarla como un objeto particular, que tendra algunos datos aso-
ciados (titular, saldo, limite de extraccion...) y las entre las operaciones asociadas se hallaran
mostrarSaldo (imaginar qué hace), extraccién (que dado un nimero entero entrega esa can-
tidad de dinero, si es menor al limite de extraccién y al saldo), etcétera. En el programa se
enumeran las enumeran todos los atributos y métodos que tienen todos los objetos de la misma
clase.

1.2.4. Programacién Funcional

En la Programacion funcional, un programa es simplemente una lista de definiciones de fun-
ciones. Estas funciones son la solucion al problema que queremos resolver. Este es el paradigma
que estudiaremos en esta materia.

En la escuela hemos aprendido a calcular con funciones numéricas como la suma, producto,
y otras quizd mas complicadas como el coseno y el logaritmo. Todas estas tienen en comun
que reciben como dato (“comen”) ntimeros y devuelven nimeros como resultado. Uno de los
objetivos de esta materia es expandir el panorama de qué tipo de datos puede comer y devolver
una funcion, y de esta manera ampliaremos en gran medida el universo de objetos con los cuales
podemos “calcular”.

1.3. Contenidos, objetivos y datos titiles de esta materia
1.3.1. Lo que aprenderemos

1. Extender, ampliar, lo que entendemos por célculo o computo.
Calcular de manera ordenada, justificando cada paso.

Plantear problemas sencillos y resolverlos usando este calculo.

= W N

Tener una herramienta (técnica) —jque también es un calculo!— que permita asegurarnos
que nuestras soluciones a los problemas son las correctas (funcionan).

>



1.3.2. Coémo lo aprenderemos

1. Es eminentemente practica.

2. La parte tedrica consiste de las reglas de calculo y definiciones.

1.3.3. Coémo aprobaremos esta materia
1. jMucha practica!

2. Esquema y fecha de parciales y recuperatorios. Buena noticia: Los recuperatorios anulan
la historia pasada.

2. Material Teorico

2.1. Nuestro “idioma”: el Formalismo Basico

El Formalismo Basico con el trabajaremos en las clases tedricas se expone en detalle en
el libro [BBS08].

Tipos: Num, Char, Bool. A partir de ellos, Listas y Tuplas.

Discusion: utilizar funciones para resolver problemas.

2.2. Definiciones de funciones
La construccion bésica en un programa funcional es la definicion de funciones. Para definir
una funcién, necesito decir qué “come” y qué “devuelve”. Lo que “come” o consume una

funcién se denominan argumentos y lo que “devuelve” o su resultado se denomina su valor
para dichos argumentos. Como un ejemplo muy zonzo, consideremos la funcién suma que suma
dos enteros.

suma : Int — Int — Int
suma.x.y =z +vy (1)

Notemos que una definicién de funcién como la (1) introduce dos cosas:
1. Un nuevo simbolo que nombra la funcién (en este caso, f) y qué tipo tiene.

2. Una nueva igualdad, que es verdadera para todos los valores de las variables (i.e., la
igualdad suma.x.y =z +y).

Decimos que la igualdad suma.z.y = x + y introducida por la definicién (1) es vdlida: es
verdadera para todos los valores de sus variables. En tal sentido, funciona como un axioma o
un teorema (por ejemplo, como la conmutatividad de la suma, a +b = b+ a).

Como las definiciones introducen igualdades (y la igualdad es simétrica, i.e. a = b implica
b = a), podemos pasar de la expresién suma.x.y a x+ 1y y viceversa. Sin embargo le pondremos
dos nombres distintos a cada una de los procesos. Por ejemplo, si calculamos suma.9.16,

suma.9.16

= { Definicién de suma }
9+ 16

= { Aritmética }
25,



estamos usando la igualdad introducida por (1) de izquierda a derecha. En tal caso, decimos

que estamos desplegando la definicién. Por otro lado, si la usamos de derecha a izquierda,
“haciendo aparecer” la funcién suma como a continuacién:

256

= { Aritmética }
198 + 64 + 64,

= { Definicién de suma }
128 4 suma.64.64

decimos que estamos plegando la definicion.

2.3. Técnicas de definicion de funciones

2.3.1. Analisis por casos

Ejemplo 2.1. La funcién signo : Int — Char, que dado un entero retorna su signo, de la
siguiente forma: retorna '+’ si x es positivo, -’ si es negativo y ‘0’ si el entero es cero.
Para empezar lo escribo informalmente, en castellano.

signo.x = si x>0 da ’+’
osi <0 da ’-’
sino da °’0°.
fin

En Formalismo Bésico (en papel) escribiremos:
signo : Int — Char

signo.x = ( x>0 — ’+’
U zxz<0 — =
U xz=0 — 0.

)

Y por 1ltimo, en haskell hay dos opciones:

signo :: Int -> Char
signo x = if x>0 then ’+’
else if x<0 then ’-’
else >0’
o bien,
signo :: Int -> Char
signo x | x>0 = '+’
| x<0 = >=’
| X==O = ’O’

En este caso, hay que dejar los espacios en blanco que aparecen al principio de las tltimas dos
lineas para que funcione.

Comentario. Esta funcién signo es distinta de la del Practico, que corresponde a la funcion
signum de haskell.



2.4. Patrones

Una herramienta muy poderosa en programacion funcional es la utilizacién de patrones.

Un patron es la forma que tiene el argumento de una funcién. La utilidad de los patrones
radica en que podemos estipular qué forma tienen los argumentos. Por ejemplo, para la funcién

f: (Int, Int) — Int
fzy) =xxy (2)

que toma un par de enteros y devuelve la suma de sus componentes, el patrén es (x,y).

Comentario. La funcién f no es la misma que la funcién multiplicar de la Guia 1. Aparente-
mente hace lo mismo, pero su tipo es distinto. multiplicar tiene dos argumentos, y f tiene uno
que es un par (tupla de dos componentes).

Cada vez que le demos algo de comer a f, deberemos “emparejarlo” (match, en inglés) con
el patrén antes de aplicar la funcién. Por ejemplo, si queremos calcular f.(4 % 2,3), debemos
entender como se corresponde el argumento (4 * 2,3) con el patrén (x, y):

( 4%x2 ;3 )
Ll
( = ,y ).

Entonces, a la variable x le corresponde el valor 4% 2 y a y le corresponde 3. Entonces podemos
desplegar la definicion de f para obtener el resultado:

f(4%2,3)

= { Definicién de f (de acuerdo al patrén, r =4*2ey =3) }
4%2%3

= { Aritmética }
24.

Veamos un ejemplo ligeramente distinto. Queremos calcular f.(4 4+ 1,3). Si lo hacemos de
la siguiente manera, estara mal:

F(4+1,3)

= { Definicién de f }
4+1%3

= { Aritmética }
7.

El resultado deberia haber sido 15. Lo que sucedié aqui es que siempre que emparejamos dos
expresiones, conviene poner paréntesis para no introducir efectos secundarios indeseados. En
este caso, la expresion que se empareja con x es 4+ 1, pero para estar seguros que se considerara
como un paquete cerrado, debemos ponerlo entre paréntesis:

f(4+1,3)

= { Definicién de f }
(4+1)%3

= { Aritmética }
15.



Dos patrones que utilizaremos mucho son los que describen nimeros naturales (que deno-
minamos Nat y contienen al 0 como Ny) y listas. Para los primeros, los patrones son 0y n+ 1.
Lo veamos con un ejemplo de funcién maés.

g: Nat — Int
g.0=1 (3)
g.(n+1)=n+2. (4)

De acuerdo a su definicion, g sélo puede consumir 0 o algo que se corresponda con el patrén
(n+1).
Ejercicio 2.2. Convencerse que un numero natural es o bien 0 o se puede emparejar con el

patrén n + 1.

Supongamos que queremos calcular ¢g.6. No podemos aplicar la definicién de ¢ a esta ex-
presién, porque no le estamos dando de comer ni 0 ni una expresién de la forma (n + 1). Pero
hacer un poco de aritmética antes y luego podremos aplicar el caso (4) de la definicién de g:

g.6

= { Aritmética }
g.(5+1)

= { Definicién de g }
5+2

= { Aritmética }
7.

En el medio de la prueba, al emparejar la expresion (5 + 1) con el patrén (n + 1) deducimos
que n = 5. Luego, al desplegar la definicién de g pasamos al término derecho de la ecuacién (4)
obteniendo 5 + 2.

Ejercicio 2.3. Deducir qué hace la funcién g.

En la Seccion 2.6 analizaremos el caso de las listas, para las cuales también hay dos patrones
paradigmaticos.
2.4.1. Modularizacién (composicién)

Descomponer un problema en partes.

Trabajo en clase

1. Definir la funcién esBisiesto : Num — Bool, que indica si un ano es bisiesto. Un ano
es bisiesto si es divisible por 400 o es divisible por 4 pero no es divisible por 100. (usar
méd).

2. Definir la funcién maz3 : Num — Num — Num — Num, que dados tres nimeros
devuelve el mayor de los tres (usar max).
Tarea
Entregar por escrito:

1. mayor3 : (Int, Int, Int) — (Bool, Bool, Bool), que dada una una terna de enteros devuelve
una terna de valores booleanos que indica si cada uno de los enteros es mayor que 3.

Por ejemplo: mayor3.(1,4,3) = (False, True, False) y mayor3.(5,1984,6) = (True, True, True).

9



2. Definir la funcion dispersion : Num — Num — Num — Num, que toma los tres valores
y devuelve la diferencia entre el més alto y el més bajo. (Ayuda: usar maz3 y min3. De
esa forma se puede definir dispersion sin hace andlisis por casos.)

2.5. Patrones y Recursion

El siguiente paso es utilizar multiples patrones para definir una funcion de manera recursiva.
Esto quiere decir que, a diferencia de los ejemplos anteriores, el nuevo simbolo de funcién
introducido va a aparecer de ambos lados del signo =.

Damos como ejemplo una “misteriosa” funcién h.

h: Int — Int
h.0=0 (5)
h.n+1)=14+2xn+hn (6)

Observemos como h aparece de ambos lados de la Ecuacién (6). Sin embargo, nos daremos
cuenta con ejemplos que esto no conlleva ningtin problema, siempre que calculemos h.x con z
un entero mayor o igual a 0.

Como dijimos en la Seccién 2.2, toda (linea de) definicién introduce una ecuacién vélida
nueva. Ahora podemos calcular los valores para h.

Teorema 2.4 (“0”). h.0 =0.

Este “Teorema 0” es trivial, porque es exactamente la Ecuacién (5). Nosotros escribimos su
prueba de la siguiente manera.

h.0
= { Definicién de h }
0

Esto no sélo es el “calculo” de h.0, sino que también es a la vez la demostracion de que h.0 = 0.
Se refuerza entonces lo que dijimos al principio: un objetivo de esta materia es “ampliar nuestra
capacidad de calculo”, especialmente ampliando los tipos de objetos sobre los cuales podemos
“calcular”. Por ejemplo, acabamos de calcular que el valor de la expresion h.0 = 0 de tipo Bool
es True. Demostrar teoremas es esencialmente calcular con booleanos.

Prosigamos descubriendo qué hace h, calculando h.1:

h.1

= { Aritmética }
h.(0+1)

= { Definicién de h }
1+2%0+h.0

= { Teorema “0” }
14+2x0+0

= { Aritmética }
1.

Hemos demostrado el siguiente
Teorema 2.5 (“17). h.1 = 1.
.,Como es el Teorema “n”?

Ejercicio 2.6. Calcular h.2, h.3 y h.4. ;Cuanto vale, en general h.n?

10



2.6. Listas

Uno de los tipos mas importantes en haskell son las listas. Los tipos de listas se indican
poniendo entre corchetes (“[” y “|”) otro tipo, que serd el tipo de los elementos de la lista. Asi,
[Int] es el tipo de todas las listas de enteros. Las propiedades bésicas de las listas son dos.

1. Toda lista se construye a partir de la lista vacia ||, agregando elementos por la izquierda:

2,3] =20 [3] = 2> (3> ]). (7)

2. Los elementos de una lista deben ser del mismo tipo.

El tridngulo > se lee “seguido de” y junto con [] son los constructores de listas, porque con
ellos se arma cualquier lista. Para simplificar podemos pensar que el tipo del triangulo es

() - A = [A] = [4],

que significa que toma un “elemento” (de algin tipo A) y una lista (de tipo [A]), y le agrega el
elemento, obteniendo una lista més larga de tipo [A].

Ejemplo 2.7. 1. [z,y + 2] (de tipo [Num], puesto que el resultado de una suma es de tipo
Num);

2. [True, p] (de tipo [Bool]);
3. [ "hola", "chau"| (de tipo [String]).

Observando las Ecuaciones (7), podemos darnos cuenta que toda lista es o bien la lista vacia
[], o resulta de agregar un elemento a otra lista. (De hecho, el elemento agregado es el primero
de la lista original).

Un ejemplo de funciéon que toma listas es head:

head : [A] — [A]
head.(x>xs) =x (8)

Ejercicio 2.8. Calcular head.[1,2], head.|"hola", "chau"] y head.[[],[1,2]].

Hagamos parte del primer ejemplo como ayuda. Como esté escrito, el argumento [1,2] no
es digerible por la funcién head. Para que lo pueda consumir, hay que ponerlo de acuerdo al
patron (x> xs).

head.[1, 2]

— { Definicién de lista }
head.(11 [2])

= { Definicién de head }
1.

Para poder entender el ultimo paso, hay que tomar conciencia quién es el “z” y quién el “xs”
en la expresiéon (1 [2]). Una vez que sabemos eso, podemos emparejar con el patrén (z > xs)
(v el resultado de head serd el “z”).

Prosiguiendo ahora con recursién, usaremos ambos patrones en una definicién.
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Ejercicio 2.9. Sea la siguiente funciéon

uno : [A] — [Int]
uno.[] =[] (9)

uno.(z>xs) = 1>uno.xs. (10)

Calcular uno.[3,6,7].

En la definicién de uno, la linea (9) se llama caso base, y la segunda (donde aparece uno

de ambos lados), caso inductivo.
Hacemos los primeros pasos como ayuda:

uno.[3,6,7]

= { Definicién de lista }
uno.(3>[6,7])

= { Definicién de uno }
1> uno.[6, 7],

etcétera. La funcion uno toma cada elemento de la lista y lo transforma en algo distinto. Las

funciones de lista que trabajan asi se llaman MAP (o de “aplicacién”).

Una funciéon de listas que se comporta distinto es la que suma los elementos de una lista
de numeros. Se llama sum. Por suerte, todos sabemos cémo se suma una lista de nimeros:
sum.[2,1,3] =2+ 1+ 3 = 6 (si no lo sabemos a esto, estamos en problemas). Las funciones

como sum que repiten una operacion con todos los elementos de la lista, se llaman FOLD. El
objetivo ahora es encontrar una definicién recursiva para sum, como la que tenemos de uno:

sum : [Int] — Int
sum.[] =777 (11)
sum.(z>xs) = 777, (12)

Supongamos que queremos calcular como en el principio del Ejercicio 2.9. Tendriamos algo
como lo siguiente

sum.[2,1, 3]

= { Definicién de lista }
sum.(2> [1, 3])

= { Definicién de sum }
(algo con 2 y sum.[1,3])

Pero nosotros ya sabemos como queremos que se comporte sum: sum.[2,1,3] =6y sum.[1,3] =
4. Entonces tenemos lo siguiente:

6

= { valor de sum.[2,1,3] }
sum.[2,1, 3]

= { Definicién de lista }
sum.(2>[1, 3])

= { Definicién de sum }
(algo con 2y sum.[1,3])

. Cémo obtenemos 6 a partir de 2 y la suma del resto de los elementos, sum.[1,3] = 47 Simple,
sumando. Luego, en este ejemplo particular, tenemos

12
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= { wvalor de sum.[2,1,3] }
sum.[2,1, 3]

= { Definicién de lista }
sum.(2>[1,3])

= { Definicién de sum (*) }
2 + sum.[1, 3]

= { valor de sum.[1,3] }
2+4

El paso clave, indicado con (*),
sum.(2>[1,3]) = 2+ sum.[1, 3]
nos permite deducir qué hace sum cuando le damos de comer el patrén (z > xs):
sum.(x >xs) = x + sum.zs.

Esta esla parte inductiva de la definicién de sum. Para establecer el caso base, sigamos aplicando
esta definicién en nuestro ejemplo, calculando sum.[1, 3]:

sum.|[1, 3]

= { Definicién de lista }
sum.(11[3])

= { Definicién de sum }
1+ sum.[3]

= { Definicién de lista }
1+ sum.(3>[])

= { Definicién de sum (*) }
1+ 4+ sum.[]

Ejercicio 2.10. Deducir a partir de este ejemplo cuanto debe valer sum.[].

Ejercicio 2.11. Definir por recursién la funcién duplica : [Int] — [Int], que multiplica por 2
todos los elementos de una lista de enteros.

La ultima clase de funciones simples de listas son las FILTER. Estas funciones seleccionan
los elementos de la lista que cumplen con algin criterio. En nuestro caso, un criterio sera un

predicado, es decir, una funcién que devuelve un Bool.

Ejercicio 2.12. Definir la funcion esMultiplo2 : Int — Bool que dado un entero devuelve True
si y sblo si es par. (Ayuda: usar méd).

Ahora podemos dar un ejemplo de funciéon FILTER (o “filtro”):

soloPares : [Int] — [Int]
soloPares.[] =[] (13)

soloPares.(x>xs) = ( esMultiplo2.x  — x> soloPares.xs (14)
O —esMultiplo2.x  — soloPares.xs

)

Ejercicio 2.13. Calcular soloPares.[1,2,3].
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Podemos resumir las caracteristicas de las funciones de clases FILTER, MAP y FOLD para
poder reconocerlas:

1. Una funcién FILTER toma una lista y devuelve otra del mismo tipo, y tiene la forma

general:
filtro : [A] — [A]
filtro.[] =[]
filtro.(x>xs) = ( condicion.x — x> filtro.xs

O —=condicion.x — filtro.xs

)

De hecho, el resultado de una FILTER es una lista cuyos elementos estaban en la lista
original, y son exactamente los que satisfacen el predicado condicion : A — Bool.

2. Una funcion MAP toma una lista y devuelve otra de la misma longitud. Tiene la forma
general

aplicar : [A] — [B]
aplicar.[] =[]

aplicar.(x > xs) = funcion.x > (aplicar.xs)
A cada elemento de la lista original le aplicamos la funcion : A — B.

3. Una funcién FOLD toma una lista (el tipo del resultado puede no ser una lista). Su forma
general es

operar : [A] - B
operar.[] =b

operar.(x > xs) = operacion.x.(operar.xs),

donde todos los elementos de la lista se los combina usando la operacion : A - B — B. En
el caso de sum, esta operacién es (+) : Num — Num — Num (es decir, A = B = Num).

La funcién cardinal o longitud # no es ni MAP, ni FILTER, ni FOLD.!

Ejercicio 2.14. Escribir a # como la composicién de una funcién MAP con una FOLD.
(Ayuda: ya las vimos a esas dos funciones).

A continuacién, se incluyen todas las definiciones de los operadores de listas. Estas funciones
se pueden usar libremente (en un examen por ejemplo) para definir otras funciones nuevas.

longitud head.(x>xs) = =
#:[A] — Int
#[] = 0 tail (cola)
#Hrvas) = 1+ ffxs tail - [A] — [A]

head (cabeza)

head : [A] — A tail.(x>xs) = xs

'En realidad esto es un poco mentira, si es una funcién FOLD, pero es un poco mas complicado verla asi.
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concatenar
(+) - [A] = [A] = [4]
[+ys = ys
(x>xs) Hys = x> (rs+ys)

pegar por la derecha

(<) : [A] = A — [4]

[y = yo]
(xpzs)<y = x> (rs<qy)

tirar

({) : [4] = Int — [A]

rsl0 = s
[Tdn = ]
(xpas)l (n+1) = zsln

indice

(1):[A] = Int — A

(zpzs)!0 = =z

(xpzs)l(n+1) = as!n

tomar
(1) : [4] = Int — [A]
zsT0 = []
[Jtn = ]
(zras) T (n+1) = z>(xsTn)

sum : [Num| — Num

sum.[] = 0

sum.(x>xs) = x4+ sum.xs

Ejercicio 2.15. Calcular [3,4] +[5] v [3,4,5] T 2 usando las definiciones.

Las funciones que siguen las llamo “funciones tabi”, porque (en esta materia) se debe

escribir su definicién para poder usarlas.

o map : (A — B) — [A] — [B]

map. 1] = [
map.f.(x>xs) = fax>map.f.xs
Ejemplo: duplica = map.((*).2)
filter
filter : (A — Bool) — [A] — [A]
filter.p.[] =[]
filter.p.(x>xs) =( p.x — x> filter.p.xs
O =p.x — filter.p.xs

)

Ejemplo: soloPares = filter.esMultiplo2

2.7. Trabajo en clase

foldl

foldl: (A—-B—A) - A—[B] - A

foldl.f.z.]] =z
foldl.f.z. (x> xs) = foldl.f.(f.z.x).xs

Ejemplos: sum = foldl.(+).0
rev = foldl.(<).[]

Definir las siguientes funciones y evaluarlas manualmente sobre los ejemplos dados:

1. incPrim : [(Int, Int)] — [(Int, Int)], que dada una lista de pares de enteros, le suma 1 al

primer nimero de cada par.

Ejemplos: incPrim.[(20,5), (50, 9)]

[(21,5), (51, 9)],

incPrim.[(4,11),(3,0)] = [(5,11), (4,0)].
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2. expandir : String — String, pone espacios entre cada letra de una palabra.
Ejemplo: expandir."hola" = "h o 1 a" (jsin espacio al final!).

2.8. Induccién

Retomemos la funcién h del comienzo de la Seccion 2.5. A esta altura ya sabemos que el

(199

Teorema “n” es h.n = n?. Para demostrar propiedades de funciones definidas recursivamente,

utilizamos pruebas por induccion.
Comparemos variantes de las pruebas del Teorema “1” y el Teorema “2”, ahora sabiendo
que hay un cuadrado dando vueltas por ahi.

h.1 h.2

= { Aritmética } = { Aritmética }
h.(0+ 1) h.(1+1)

= { Definicién de b } = { Definicién de b }
14+2%0+h0 14251+ hl

= { Teorema “0” } = { Teorema “1”7 }
1+2%0+0? 1+2%14 12

= { Aritmética (binomio cuadrado) } = { Aritmética (binomio cuadrado) }
(14 0)? (14 1)

= { Aritmética } = { Aritmética }
12. 22,

Son casi iguales. Observemos, de todos modos, que la prueba del Teorema “2” requiere haber
probado el Teorema “1” previamente. Por esto, demostrar el Teorema “487” (que enuncia que
h.487 = 487?) es posible, pero antes tendriamos que escribir las 487 pruebas de los Teoremas
“n” paran =0,...,486 . Muy aburrido, considerando que las ultimas 486 son lo mismo.

El salto de abstraccién esta encontrar una “forma general” de dicha demostracion. Hay un
numerito que va cambiando, y lo podemos llamar n. Entonces, la version general de esta prueba
queda asi:

h.(n+1)
= { Definicién de h }
1+2%xn+hn
= { Teorema “n” }
1+2%n+n?
= { Aritmética (binomio cuadrado) }
(14n)?
= { Aritmética }
(n+1)2

Habiéndonos dado cuenta que existe esta forma general (para el Teorema “n 4 17), es trivial
dar una receta para escribir la prueba del Teorema “487”:

» Escribir la prueba del Teorema “07.
= Copiar la prueba general cambiando el n por todos los valores entre 0 y 486.

En lugar de hacer la (todavia inhumana) tarea del segundo item, podemos buscar un atajo.

[A9e)]

Esto es, suponer que ya hemos escrito la prueba del Teorema “n” y simplemente dar la del
Teorema “n 4+ 1”7. En resumidas cuentas, tenemos los siguientes pasos:

Elegir variable en la cual haremos la induccién (en este ejemplo, s6lo hay una, la n).
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Caso Base Probar el Teorema “0”.

(139

Caso Inductivo Suponiendo que hemos probado el Teorema “n” escribimos la prueba del
Teorema “n + 17

Esto es una prueba por .induccién en Nat.

También se puede hacer induccién en listas. A diferencia con los naturales, donde los casos
son 0y (n+1) (o bien 1y (n+ 1)), los casos de listas son [| y (z > xs). Para trabajar un
ejemplo, demostraremos que

sum.(xs +ys) = sum.xs + sum.ys (15)

El esquema para hacer induccion en listas es exactamente el mismo que los naturales, pero
lo describiremos en mas detalle para este ejemplo. Los pasos a seguir son:

1. Elegir una variable para hacer la induccion.

En el ejemplo que elegimos, los patrones relevantes aparecen siempre en la variable xs,
asi que elegimos esa para hacer la induccion.

2. Caso Base: reemplazamos la variable elegida por [| y probamos lo que obtenemos:

sum.([] ++ys) = sum.[] + sum.ys. (16)

3. Caso inductivo: Copiamos el teorema tal como venia (Ecuacién (15)), y le llamamos
Hipdétesis Inductiva (HI):

(HI) sum.(xs +Hys) = sum.xs + sum.ys,
reemplazamos ahora (z > zs) en lugar de xs en todos lados:

sum.((x >xs) Hys) = sum.(x > xs) + sum.ys (17)
y demostramos lo que obtuvimos usando las definiciones y la HI.

Probemos el caso base.

Ejercicio 2.16. Escribir las justificaciones que faltan en la demostracion que sigue, subrayando
donde se aplican los cambios.

sum.([] Hys)
= { }
sum.ys
={ }
0+ sum.ys

=1 }

sum.[] + sum.ys

Para el caso inductivo, debemos probar la igualdad (14) usando eventualmente la HI. Para
hacerlo, tenemos tres caminos béasicos:

1. salir del lado izquierdo (sum.((x>zs) -+Hys)) y llegar al derecho (sum.(x>xs) + sum.ys);
2. al revés, de derecha a izquierda; o bien

3. tomar toda la expresion booleana (17) y probar que es equivalente a True.
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Usualmente, las primeras dos maneras resultan en pruebas mas cortas, pero requieren un poco
mas de ingenio. Las pruebas que toman todo y llegan a True suelen ser al revés.

Haremos un ejemplo en el que probamos un caso particular de la hipétesis inductiva, supo-
niendo que ya probamos el caso base. Es decir, supongamos que sabemos

(HI) sum.([] Hys) = sum.[] + sum.ys.
Usando esto, vamos a probar que sum.([4] +ys) = sum.[4] + sum.ys

sum.([4] +H ys)
= { Definicién de lista }
sum. (4% []) +ys)
= { Definicién de + }
sum.(4> ([] +ys))
= { Definicién de sum }
44 sum.([] Hys)
={ HI }
4+ sum.[] + sum.ys
= { Definicién de sum }
sum.(4>[]) + sum.ys
= { Definicién de lista }
sum.[4] + sum.ys

Ejercicio 2.17. Completar la prueba por induccién de este teorema, siguiendo la receta de
mas arriba.

La solucion esta al final del apunte.

Ejercicio 2.18. Considerando la funcién quitarCeros : [Num] — [Num| definida de la siguiente

manera
quitarCeros.|| = ]

quitarCeros.(x>xs) = ( x # 0 — x> quitarCeros.xs
O x =0 — quitarCeros.xs

)

demostrar que
sum.(quitarCeros.xs) = sum.xs

2.9. Logica Proposicional
En esta seccion introduciremos muchas herramientas que nos permitiran calcular expresiones
logicas, fiel al objetivo planteado en la Seccién 1.3.1. Por esto, el material de esta parte también

se denomina calculo proposicional.
Las expresiones logicas coinciden en nuestro formalismo con las expresiones de tipo Bool. En

particular, llamaremos variables proposicionales a las variables de tipo Bool, y es comin
utilizar las letras p,q,..., P,@Q, ... para ellas.
Clasificaremos las expresiones booleanas en cuatro categorias.

Definicién 2.19. Una expresién de tipo Bool es:

1. valida si es True para todos los valores de sus variables (puedo demostrar que es equi-
valente a True). Ejemplo: 2« x = = + x.
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2. satisfactible si hay al menos un valor de las variables que las hace True (hay un ejem-

plo). Ejemplo: x < 5.

3. no valida si es False para algin valor de sus variables; (hay un contraejemplo). Ejem-
plo: 2xx = 0.

4. no satisfactible si es False para todos los valores de sus variables (podemos demostrar
que es equivalente a False). Ejemplo: z + 1 = x.

A continuacién trabajaremos con unas expresiones booleanas particularmente simples, que
son las que estan constituidas inicamente por variables de tipo Bool y conectivos. Se llaman

formulas proposicionales.

2.9.1. Tablas de verdad

Existe un método directo pero poco practico de decidir a cudl categoria de las anteriores

pertenece una férmula proposicional. Es el uso de tablas de verdad, que fue introducido en el
cursillo de ingreso. Las utilizaremos al principio, pero después cambiaremos a un método mas
sofisticado.

Para escribir la tabla de verdad de la expresién p V ¢ = ¢, se deben poner todas las com-
binaciones posibles de los valores True y False para las variables (dos en este caso, p y ¢, que
resultan en 22 combinaciones), y se calcula progresivamente los valores de las subexpresiones:

p q pVq|pVqg=q
True  True | True True
True False | True False
False  True | True True
False Fualse | False True

Una expresion sera valida si solo tiene True en su columna, satisfactible si tiene al menos
un True; y para el resto de las opciones es similar.

El problema préctico de este método es que cuando hay muchas variables, la cantidad de
lineas de la tabla se hace inmanejable.

2.9.2. Demostraciones

Repasemos nuestro sistema de prueba con el siguiente ejemplo:

5% (z+3) =20
= { Conmutativa + }
5% (34 x)=20

El comentario “Conmutativa +”, se refiere a que este paso de demostracion esta justificado
por la propiedad conmutativa de la suma:

a+b="0b+a. (18)

. Quiénes son a y b aqui? Cualesquiera ntimeros. Por eso decimos que es una propiedad o ley
de la suma: la Ecuacién (18) es vélida. Precisamente, al ser valida, al reemplazar a y b por
cualquier expresion de tipo Num obtendremos algo verdadero. Si reemplazamos a por x y b por
3, obtenemos

r+3=3+ux.
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Luego, cada vez que veamos la expresién x + 3 en alguna expresion, podemos reemplazarla por
3 4+ x. Esto es lo que hicimos en el paso justificado como “Conmutativa +”.

Toda justificacién debe utilizar propiedades validas (siendo un caso particular las definicio-
nes, puesto que introducen ecuaciones véalidas).

2.9.3. Demostraciones con Expresiones Booleanas

Justificaremos ahora usando expresiones booleanas vélidas. Un ejemplo es la Conmutatividad
de =:
(P=Q)=(Q=P) (19)

Ejercicio 2.20. Comprobar que (19) es valida usando tablas de verdad.

Ejemplo 2.21. Mostraremos un paso de demostracién usando la Conmutatividad de =:

r=pAgq=T
= { Conmutatividad = }
pAg=Tr=T

Para justificar, debemos mostrar que lo subrayado es igual a la expresion que lo reemplaza.
Usando que (19) es vélida, podemos sustituir P por r y @ por p A ¢ para obtener

(r=pAqg)={pAqg=r).

Otra expresién booleana valida es la Definicion =

(P=Q)=(FVR=0Q) (20)
Ejemplo 2.22. Una prueba justificada con la Definicion de = es la siguiente:
g=r=q=r
= { Definicién = }
g=rVg=q=r
En este caso, la equivalencia

(r=q¢=rVqg=q)

se obtiene de (20) sustituyendo P por r y @ por q.

2.9.4. Variantes en demostraciones con booleanos

Hasta ahora todo es muy similar a lo que hicimos con nimeros y listas. Pero las demostra-

ciones con formulas proposicionales (las expresiones booleanas hechas con =, A, V,... y
variables de tipo Bool) permiten mucha més flexibilidad.

Asociando con = Podemos agrupar las expresiones separadas por = de la manera que
queramos, poniendo paréntesis.

Ejemplo 2.23. Para la Conmutatividad de =, tenemos las siguientes variantes:

(P=Q)=(Q@=P)
P=(Q=Q=P)
(P=Q=Q)=P

Todas resultan validas y por ende las podemos utilizar para justificar nuestras demostraciones.
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Conmutando con = Podemos ordenar las expresiones separadas por = de la manera que
queramos (y luego agrupar a placer).

Ejemplo 2.24. Para la Definicion de =, obtenemos:
P=Q=PVQ=Q

PvQQ=P=0Q=qQ
Q=P=Q=PVQ

2.9.5. Ejercicios

x2.1. Decidir, usando tablas de verdad, si las siguientes féormulas proposicionales son validas
o no, satisfactibles o no.

a) p
b) p=p
¢) p=p=p

x2.2. Leer los axiomas, poniéndoles paréntesis de acuerdo a la precedencia.

x2.3. ;De cudntas maneras se puede leer la Definicion de —7 (es el axioma A4).

2.9.6. Axiomas y Teoremas

Fijaremos un conjunto de férmulas proposicionales véalidas, las que llamaremos axiomas y
justificaremos nuestras pruebas usando al principio sélo ellas.

Los axiomas que usaremos figuran en una lista que denominamos “Digesto”, en la web de
la materia.

Definimos intuitivamente (de manera “recursiva”) la nocién de teorema.

Definicién 2.25. Un teorema es:
1. un axioma; o sino
2. una férmula proposicional equivalente a un axioma o a un teorema ya demostrado.

Una version mucho mas detallada y formal de esta definicién la pueden encontrar en el libro
“Calculo de Programas”, Capitulo 3, pp. 15-27.

En la practica, admitiremos un par de reglas extra (que, de todos modos, son correctas
desde el punto de vista del libro).

1. Todo teorema es equivalente a True.
2. Si pruebo que algo es equivalente a True, entonces es un teorema.

3. Sisalgo de una férmula E y llego a otra F' justificando con teoremas, entonces £ = F es
un teorema.

A modo de ilustracién, en el Ejemplo 2.22 probamos que
g=Er=q=r=rVgqg=r

es un teorema.
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2.9.7. Ejercicios

x2.4. ;Qué teorema demostramos en el Ejemplo 2.217

x2.5. Completar los espacios en blanco, justificando con los axiomas:

-p=qVr
= }
—(p=qVr)
={ }
pEGVT

x2.6. Entender el ejemplo en el Ejercicio 6 del Practico 3.

2.9.8. Estrategias Basicas de Prueba

Si queremos mostrar que una expresion de la forma E = F' es un teorema, tenemos tres
opciones:

1. Salir de E y llegar a F' con las reglas.
2. Tomar todo y llegar a un teorema (por ejemplo, cualquier axioma o True); o bien
3. Salir de E por un lado y de F' por otro y llegar en ambos casos a la misma cosa.

Generalmente la primera opcién da como resultado pruebas mas cortas, y las otras requieren
menos ingenio.

Ejemplo 2.26. Ilustraremos esta estrategia basica probando el teorema de FEquivalencia y
Negacion:
p = False = —p.

En este caso, saldremos de p = Fualse y llegaremos a —p. Notemos que sélo hay un axioma que
involucra a False, que es su definicién:

False = —True.

Asi que un primer paso natural es aplicar este axioma. Obtenemos este fragmento de prueba:

p = False
= { Definicién de False }
p = -True

Ahora, podemos aplicar la Definicion de —. La copiamos aqui:
~(P=Q)=-P=Q.
Usando Conmutativa = la podemos reescribir de la siguiente manera:
Q=-P=-(Q="P),
y al ser esta expresion valida, puedo sustituir (), P por p, True respectivamente, obteniendo:
p = —True = —(p = True).

Ahora, el lado izquierdo es nuestro 1ltimo paso de prueba, asi que podemos reemplazarlo por
el lado derecho. Obtenemos hasta ahora:
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p = False

= { Definicién de False }
p=-True

= { Definicién de = }
—(p = True)

Por 1ultimo, aplicando Neutro = podemos llegar a —p:

p = False

= { Definicién de False }
p=-True

= { Definicién de = }
—(p = True)

= { Neutro = }
D,

con lo que concluimos la demostracién.

A partir de ahora, y salvo indicacion en contrario, se pueden justificar pasos de demostracion
con cualquier teorema que hayamos probado (ademés de los axiomas).

2.9.9. La Disyuncién: el “Vv”

Ejercicio 2.27. Completar la demostracion del siguiente teorema, Neutro V:

pV False

Ejercicio 2.28. Completar la demostracion del Teorema (%), p=pV¢=pV —q:

pVqg=pV g
= { }
pV(¢=—q)
= { }
pV False
= }

D

2.9.10. La Regla Dorada

Es el inico axioma que involucra la conjuncién (A). Se puede considerar como su definicién.

PNQ=P=Q=PVAQ.
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2.9.11. Estrategia “a lo bestia” (fuerza bruta)

Es notorio que algunos conectivos son mucho mas “populares” entre los axiomas que otros.
Simplemente basta contar cuantas veces aparecen en estos tultimos para poder elaborar un
ranking:

1. =,
2.V,
3. —,
4. £, N\, =, <.

Cuantas mas veces aparece un conectivo en los axiomas, mas transformaciones podemos aplicar
en una expresion que lo contiene. Notemos que el ultimo nivel consiste de conectivos que
aparecen una unica vez, y en el respectivo axioma, cada conectivo se puede reemplazar por una
expresion que no lo involucra.

Otra observacion es que entre los primeros conectivos hay muchas relaciones. Por ejemplo,
V distribuye con =, y algo similar (pero no igual) sucede con =y =. Por todo esto, se puede
delinear una estrategia “ingenua” para hacer demostraciones. Practicamente cualquier teorema
se puede demostrar con ella; pero como contrapartida, las pruebas que resultan son muy largas.
A continuacién describimos esta estrategia.

Una vez que decidimos cudl de los tres caminos descriptos en la Seccion 2.9.8 tomaremos
para probar un teorema, podemos considerar un esquema en tres pasos: Eliminar conectivos,
Distribuir y Simplificar.

1) Eliminar conectivos Podemos ver la mayoria de los axiomas y algunos teoremas como
definiciones de conectivos (#, A, =, <) en términos de los otros:

P#Q=~(P=Q) (Def. 2)
PANQ=P=Q=PVQ (R. Dorada)
P=Q=PVvQ@Q=Q (Def. =)
P&<Q=PVvQ=P (Def. <)

Entonces, el primer paso consiste en “desplegar” estas definiciones de manera que obtengamos
una expresion en la que solo aparezcan =, —y V.

2) Distribuir Usando los siguientes axiomas, puedo distribuir negaciones y disyunciones
dentro de =:

~(P
PVv(Q

Q) =-P=0Q (Def. )
R)=(PVQ)=(PVR) (Distr. V y =)
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3) Simplificar Por ultimo, usando los teoremas siguientes, podemos hacer varias simplifica-

ciones:
(P = True) =P (Neutro. =)
(P=P)= True (Reflex. =)
(r=Q=Q)=r (Conmut. =)
(PVP)=P (Idemp. V)
(PV —=P) = True (Terc. Excl.)
(——P)=P (Doble —)
(P V True) = True (Abs. V)
(P V False) = P (Neutro V)
(PV-Q)=PVQQ=P (Teo. (x))

En este caso, reemplazamos la expresion entre paréntesis por el resto.

Aplicaciones Aplicaremos esta estrategia a demostrar la propiedad Conmutativa A\, p A q =

qADp.
PANG=qAD

= { Regla Dorada }
P=q=pVq=q=p=qVp

= { Conmutativa = }
P=q=pVqg=p=q=qVp

= { Conmutativa V }
P=q=pvVeg=p=q¢=pVy
= { Reflexiva = }

True

En la prueba anterior no hizo falta aplicar el paso “Distribuir”. En la siguiente si hard falta:

Ejercicio 2.29. Demostrar, usando la estrategia anterior, la propiedad Asociativa A,

pA(gAT)=(PAG) AT

Ejercicio 2.30. Completar la demostracion del siguiente teorema, De Morgan para V:

—

p=pV g

-(p=pV—q)

Il
— — — —
— — -

~(pVq)

2.9.12. Ejercicios

x2.7. Demostrar los siguientes teoremas.

a) De Morgan para A\: =(pAq) = —pV —q.
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b) Absorbente A: p A False = False.

c¢) Neutro A: p A True = p.

d) Caracterizacion =: p = q = —pV q.
)

e) Modus Ponens con =: pA (p=q) =pAq.
f) (m=v)A(mAp)= (vAp).

x2.8. Decidir si cada una de las siguientes formulas proposicionales son validas o no. En todos
los casos, justificar con una demostracién o un contraejemplo, segtin corresponda.

a) pA(g=r)=(pAq)=(pAT)
b) pA(g=r)=pAqg ={pAr)=p

x2.9. Sean P, Q y R expresiones de tipo Bool tales que P A (Q = R es un teorema (es decir,
es equivalente a True). Entonces =PV Q V R = —-P V R también lo es.

2.10. Légica de Predicados

La logica de predicados es la extension de la légica proposicional con los cuantificadores

Vyd

2.10.1. Expresiones Cuantificadas

Un predicado es una funcién con valores de tipo Bool. Las funciones binarias (<), (=), son
predicados, asi como también la funciéon unaria esMultiplo2. Un predicado puede ser pensado
como una “propiedad” de los elementos en su dominio. Otro ejemplo es el dado por la funcién
del siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.31. Definir la funcién (€) : A — [A] — Bool tal que x € xs es True siy sélo si
es un elemento de xs.

Una vez introducidos los predicados, es natural preguntarse (por ejemplo) si todos los ele-
mentos de una lista satisfacen algin predicado, o si bien alguno lo satisface. Para escribir estas
nociones, usaremos expresiones cuantificadas.

Una expresion cuantificada consta de cuatro partes partes:

cuantificador rango término
AN A~ /=
(Vz :Rx: Tx
~

variable de cuantificacién

) (21)

El cuantificador puede ser V (universal, “para todo”) 6 3 (existencial, “existe”); y el

rango y el término son predicados. Los pares de “dos puntos” (:) sirven sélo para separar.
Todas las expresiones cuantificadas que utilizaremos en este curso tendran tipo Bool.

La expresién (21) se lee: “Para todos los z tales que R.x, se da T.2”. Podemos pensar que la
expresién cuantificada hace una pregunta a una familia de x. El rango nos indica sobre quiénes
estamos hablando (cudles z), y el término nos dice qué estamos preguntando. Una expresion
de la forma (Jz : R.x : T.x) sera True si al menos de alguna respuesta es afirmativa (a cada
x que satisfaga R le preguntamos si cumple con T'; si al menos uno dice que “si”, entonces
el existencial es verdadero). Por otra parte, es mas conveniente decir cudndo una expresion
(Vo : R.x : T.x) es falsa: serd cuando alguna de las respuestas sea “no”. Resumiremos estas

observaciones con una receta.
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Valor de verdad de (3z : Rz : T.x)

1. Recolectamos (imaginariamente) todos los elementos x (del tipo adecuado) que satisfacen
el rango (es decir, los x tales que R.x).

2. A cada uno le preguntamos “;Satisfaces T'?” (es decir nos fijamos si vale T.z).

3. Si al menos una respuesta es “Si” | entonces (x : R.z : T.x) es verdadero (de lo contrario,
es falso).

Para el cuantificador universal, los dos primeros paso son iguales, y en el tercero decimos
cuando no wvale.

Valor de verdad de (Vz : R.x : T.x)

1. Recolectamos (imaginariamente) todos los elementos = (del tipo adecuado) que satisfacen
el rango (es decir, los x tales que R.x).

2. A cada uno le preguntamos “;Satisfaces 77”7 (es decir nos fijamos si vale T.z).

3. Si alguna respuesta es “No”, entonces (Vz : R.x : T.z) es falso (de lo contrario, es ver-
dadero).

A continuacién, desarrollaremos un ejemplo de especificacion: escribir en lenguaje formal
una oracién en lenguaje castellano.

Ejemplo 2.32. Traduzcamos a nuestro formalismo la oracion:

= “Todos los elementos de zs son multiplos de 2”.

En primer lugar, identificamos sobre quiénes estamos hablando, y qué estamos hablando.
Esto nos da cudl es el rango y cudl es el término. Ademéds, debemos darnos cuenta qué
cuantificador estd involucrado: V 6 3. En este caso es obvio.

cuantificador rango término

L ’Todos‘ ‘los elementos de s ‘ ‘ son multiplos de 2 "’.

En este punto, viene uno de los pasos mas dificiles: la introduccién de la variable de
cuantificacion. Es dificil porque la “x” del Vo no aparece en el enunciado original. Esta

[Pe)]

x” va a nombrar a los protagonistas (quienes) de nuestro enunciado.

= “{Todos los ] tales que |z es un elemento de zs| cumplen que ‘x es multiplo de 2 "’.

Otra forma de escribir lo mismo:

. “ tal que \x es un elemento de xs\ se da que ’x es multiplo de 2

Y ahora podemos traducir parte por parte usando los predicados que tenemos definidos
y un cuantificador universal:

9

(Vo : x € xs . esMultiplo2.z).

En la légica proposicional, podiamos dar una descripcién completa de los conectivos (me-
diante las tablas de verdad). Esto no es posible en la légica de predicados; en muchos casos,
la cantidad de valores a comprobar para decidir si se da una expresién como (21) serd infinita:
considerar por ejemplo

(Vx : esMultiploDe 4.z : esMultiplo2.x) . (22)
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En la expresion (22), habria que corroborar el término para cada multiplo de 4, y hay infinitos
de esos. Sin embargo, podemos deducir que (22) es verdadera. Esto refleja el hecho que se
pueden dar axiomas que describen los cuantificadores.

Como en la Seccién 2.9, nuestros axiomas seran expresiones validas.

Ejemplo 2.33. La expresién cuantificada
NV : R:TANS)y={Nx: R:T)YN{Nx: R:S) (23)
es valida. Una instancia de esta expresion es la siguiente:

(Vo : x € xs : esMultiploDe.3.x \ esMultiplo2.x) =
= (Vx : x € xs : esMultiploDe.3.x) AN (Vx : x € xs : esMultiplo2.x). (24)

Ejercicio 2.34. 1. Traducir ambos lados de la equivalencia (24) al castellano y ver que
dicen lo mismo.

2. Reemplazar el V por d, traducir y ver que ya no son equivalentes. Para ello, buscar un
contraejemplo: hay que elegir un valor apropiado para xs (no ).

2.10.2. Variables Libres y Ligadas

Discutiremos en mayor detalle el Ejemplo 2.32. En su desarrollo pasamos de la afirmacion

(A) “Todos||los elementos de xs| ‘ son multiplos de 2

9
Y

(B) “{ Todos los x| tales que |z es un elemento de zs|cumplen que‘x es multiplo de 2.

En recuadros aparece la division en las partes del cuantificador, rango y término; y, como
describimos, estos dos tltimos responden a la preguntas quiénes y qué, respectivamente.

Algo similar sucedia cuando en la escuela primaria separdbamos oraciones en sujeto y pre-
dicado. Pero hay una diferencia crucial aqui: el sujeto de la oracién (A) es “Todos los elementos
de xs” y el predicado es el resto. Sin embargo, en nuestro lenguaje formal tenemos la manera
de comprobar si un nimero particular es multiplo de dos (usando la funcién esMultiplo2) pero
no tenemos ningin objeto que se corresponda con la frase “Todos los elementos de xs”. Lo mas
parecido a la entidad “Todos los elementos de xs” seria el conjunto de los elementos de xs,
pero la propiedad de ser miltiplo de 2 no es una propiedad de dicho conjunto, sino de cada uno
de sus elementos. Por ello, es necesario un método para conectar la propiedad “ser multiplo
de 2”7 con cada elemento de la lista xs. La manera que tenemos de hacer esto en matematica

es usar una variable ligada: es una variable que no tiene ningin valor en particular y sirve
exclusivamente al propésito de descomponer la entidad “Todos los elementos de zs” en “cada
elemento de xs”. De este modo, nombramos provisoriamente cada elemento de xs con una
variable x y de ese elemento hipotético podemos preguntarnos propiedades.

Las variables “verdaderas” (las que guardan o les podemos asignar un valor) se llama va-

riables libres. El criterio mas directo de saber si una variable es libre o ligada es el siguiente:
Una variable es ligada si y sélo st no aparece en el enunciado original.

En el Ejemplo 2.32, la variable xs es libre puesto que aparece en el enunciado original,
mientras que la = es ligada. Otra forma de darse cuenta es que la afirmacién de dicho ejemplo
puede ser considerada como una propiedad de zs (de manera que serd falsa o verdadera segun
la zs que elijamos), mientras que no tiene sentido decir que es una propiedad de z. Por ultimo,
la prueba de fuego de que la variable z no es libre en la expresién (B) es reemplazarla por otra
variable:
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(C) “Todos los y tales que y es un elemento de xs cumplen que y es multiplo de 2”.

El enunciado (C) dice exactamente lo mismo que el (B). Queda claro entonces que la variable
x en (B) sélo cumple un rol accesorio, para que podamos escribir la propiedad (A) en nuestro
formalismo.

En vista de esto, debemos reformular nuestra Definicion 2.19, de manera que las variables
involucradas sean solamente las libres. Por ejemplo, en la definicion de validez, deberiamos
poner:

Una expresion de tipo Bool es vdlida si es True para todos los valores de sus variables
libres.

Como ejemplo de esto, la féormula (24) es vélida porque es True para todos los valores de la
(inica) variable libre zs.

2.10.3. El Tipo Figura
Definiremos por primera vez tipos nuevos, mediante el siguiente codigo haskell.

data Color = Rojo | Amarillo | Azul | Verde
deriving (Show, Eq)

data Forma = Triangulo | Cuadrado | Rombo | Circulo
deriving (Show, Eq)

type Figura = (Forma, Color, Int)

Los tipos Color y Forma son finitos (como Bool), y el tipo Figura son ternas como aparece
en la definicién. Pensaremos que un elemento del tipo Figura representa un objeto que tiene
las propiedades que aparecen en la terna. Por ejemplo, (Triangulo, Rojo,5) representard un
triangulo rojo de tamano 5. La frase deriving (Show, Eq) implica que dos objetos con las
mismas propiedades seran considerados iguales.

Usando estos tipos se pueden definir predicados que decidan si una figura tienen diversas
propiedades. Por ejemplo, el predicado rojo.x sera verdadero si la figura x tiene color rojo:

rojo : Figura — Bool
rojo.(f,c,t) = ¢ = Rojo

2.10.4. Especificacion e Implementacién

Consideremos la afirmacion:
Todas las figuras de xs son rojas.

Claramente, es una propiedad de la lista xs, que podemos escribir propA y por ende es un
predicado propA : Figura — Bool. Sin embargo, en este punto tenemos sélo una descripcién de
cuando propA.xs es verdadera, pero no una forma de calcularla.

Esto describe dos etapas muy importantes en el desarrollo de programas. Una vez que
tenemos una descripcién informal o en castellano del problema a resolver (“decidir si todas las
figuras de una lista son rojas”), es conveniente escribir una versiéon formal o matemadtica del

problema. Esto se denomina su especificacion. En nuestro caso, una especificacién de propA
serfa la siguiente:
propA.xs = (Vx : x € xs : rojo.x) . (25)

No es la tnica posible; la siguiente también sirve:

propA.xs = (Vx : True : x € xs = rojo.x). (26)

29



Ejercicio 2.35. Traducir (25) y (26) al castellano y convencerse de que dicen lo mismo, usando
la receta de la Seccién 2.10.1 para establecer el valor de verdad de expresiones cuantificadas.

Una vez que tenemos una especificacién de la funcién a programar, podemos tratar de escri-

bir un programa que la calcule. Esto sera su implementaciéon. En nuestro caso, escribiremos
un programa funcional que tendra la forma:

propA : [Figura] — Bool
propA.[] = ... (27)
propA.(z>xs) = .. ..

Diremos que la implementacion es correcta si satisface la especificacion. Es decir, si con la
definicién que escribamos en (27), la equivalencia (25) resulta vélida.
2.10.5. Ejercicios

x2.10. Definir los predicados azul, cuadrado y circulo que deciden si una figura tiene ese color
o forma.

x2.11. Resolver el Ejercicio 2 del Préctico 4.
x2.12. Resolver los items a, ¢, d, f, h e i del Ejercicio 3 del Practico 4.

x2.13. Resolver el Ejercicio 4 del Practico 4 correspondiente a los items a, ¢, d y h del Ejercicio
3.

x2.14. Resolver el Ejercicio 5 del Practico 4 correspondiente a los items a, ¢, d, f, h e i del
Ejercicio 3.

2.10.6. El Calculo de Predicados

Indicamos en las secciones anteriores que no podemos dar una descripciéon semdntica com-
pleta de los cuantificadores como lo hacfamos para los conectivos proposicionales (no hay tablas
de verdad para ellos). Sin embargo, es posible dar axiomas que los caractericen.

En esta presentacion del célculo de predicados, el cuantificador mas importante sera el V,
para el cual daremos la mayoria de los axiomas. El 3 quedara luego definido por un tnico
axioma, el de De Morgan para cuantificadores.

Al (Rango True). (Vo :: fua) = (Vx : True : f.x).

Este primer axioma debe leerse simplemente como una abreviatura. Si el rango de una
expresién cuantificada es True, lo omitiremos para ahorrar espacio.

A2 (Regla del término). (Vx :: fa) A (Vx :: gx) = Vo :: faAgax).

Este axioma funciona como una “distributividad de A con V”. El Ejercicio 2.34 muestra que
esta expresion es valida.

A3 (Intercambio entre rango y término). (Vz : r.x : fa) = (Vo :: ro = fa).

Este axioma nos permite pasar de una expresion cuantificada arbitraria a una con rango
True. El Ejercicio 2.35 muestra que es valida.
Es vital acordarse que esta regla no vale para el J; hay una similar pero es distinta.
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A4 (Rango unitario de V). (Vx : © =X : f.x) = f.X, si toda variable de X es libre en f.x
(i.e., para toda variable que y que aparezca en X, ni Yy ni Jy aparecen en f.x).

Para leerlo por primera vez a este axioma, conviene ignorar la clausula sobre la variables
libres. Haremos el ejercicio de interpretar su validez usando la receta de la Seccién 2.10.1.
Recordemos que dicha receta nos dice cuando un V es False.

1. Recolectemos mentalmente los x que satisfacen el rango: hay uno sélo, X.

2. Preguntemos a cada x que satisface el rango, si cumple con el término. En este caso, sélo
hay una pregunta: “; f.X7”.

3. Si alguna respuesta es “No” o False, entonces (Nx : x = X : f.x) es Fualse; sino, es True.
’ ) )
En nuestro caso, concluimos: la expresion cuantificada es False si sélo si f.X es Fulse.
)

En conclusion, (Vz : =X : f.r) es equivalente a f.X. El axioma es “intuitivamente” valido
(aunque, por supuesto, esta regla intuitiva no nos dice por qué estd la clausula que lo completa).

Con estos axiomas (y los axiomas y teoremas del Célculo proposicional) ya estariamos en
condiciones de probar nuestro primer teorema:

Teorema 2.36 (Particién de Rango).
Ve :rx: fa)yANNVz : sx: fo)y= (Ve :raVsz: fo).

Ejercicio 2.37. Completar la siguiente demostracién del Teorema de Particion de Rango,
utilizando cualquier teorema del Célculo Proposicional que necesitemos.

(Ve :rax: fayAN(Ve @ s fa)

= { Intercambio entre rango y término 2 veces }

<Vm 2 (re = fa) A (s = fx)>
= { Caracterizacién de = (Ejercicio (d) de la Secc. 2.9.12) dos veces }
<Vx 2 (mra Vv fa) A(msa Vv fa:)>

{ }
{ (Vo :: (ora A —-s.x)V fao)

<Vm 2 a(ra Vos.o) \/fx>

= { Caracterizacién de = }

={ }

(Ve : raVsx o fo).

El proximo ejercicio usa los axiomas presentados hasta ahora para mostrar que el V se
comporta como una conjuncién repetida (luego, los axiomas lo estdn describiendo de manera
correcta).

Ejercicio 2.38. Sea x de tipo Int. Llenar las partes incompletas.

<V:U:0§x<2::c<5>
= { Aritmética }
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= { Particién de Rango }

Ve :x=0:a2<bh)A{Vzx:z=1:2<5)
={ 2 veces }

0<H5AL<H
= { Aritmética }

True

2.10.7. Ejercicios

x2.15. Leer el resto de los axiomas de cuantificadores interpretar su validez con la receta
semantica. En particular, convencerse de la validez del Axioma de De Morgan para
cuantificadores 6 Definicion de 3.

(Jz :ra  ta)=-(NVz : rax: —ta)

2.10.8. Algunos trucos para demostrar teoremas

Las demostraciones que involucran los cuantificadores V y 9 requieren, ademas de un buen
manejo del calculo proposicional, bastante mas ingenio que este ultimo. Por ello, conviene tener
a mano un pequeno arsenal de “trucos” que permitan destrabar algunas situaciones.

Los dos primeros trucos ya aparecen en la prueba del Teorema de Particién de Rango, que
dejamos como ejercicio mas arriba y ahora presentamos completa:

(Ve :rax: fayAN(Ve @ s fa)
= { Intercambio entre rango y término 2 veces }
Ve ::rax= fa)y\NVe :: sx = fuo)
= { Regla del Término }
<Vm i (re= fa)AN(sa = fa:)>
= { Caracterizacién de = (Ejercicio (d) de la Secc. 2.9.12) dos veces }
<Vm 2 (mra Vv faa) A(msa Vv fa:)>
= { Distributiva V con A }
(Vo :: (ora A -s.x)V fao)
= { De Morgan para V }
<Vw 2o a(rae Vos.o) \/fx>
= { Caracterizacién de = }
<Va: rraxVsa = fx>

= { Intercambio entre Rango y Término }
(Vo : rxVsx: fx).

Aqui, los trucos son:

1. Tirar todo en el término. Esta indicacion sugiere hacer todos los rangos True mediante
el uso de Intercambio entre Rango y Término (como en el primer paso de la demostracién).

2. Juntar los V. Aqui, cuando tenemos varias expresiones cuantificadas con rango True y
unidas por conjunciones, se pueden juntar usando la Regla del Término. Asi se procede
en el segundo paso de la prueba.

Ejercicio 2.39. Demostrar la Regla del Término con Rango:

Ve :rx: fayANNe :rx: go) =V @ rae : faAga).
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Una vez que demostramos el ejercicio anterior, tenemos dos maneras de juntar Vs (con
la misma variable de cuantificacién) unidos con A: si tienen mismo rango, o si tienen mismo
término (y siempre se puede conseguir mismo rango usando Intercambio).

El siguiente truco serd ilustrado con el siguiente

Teorema 2.40 (Instanciacién). (Vz :: f.x) = f.X, si toda variable de X es libre en f.x.

La primera dificultad con este teorema es que ni siquiera tiene un =. En general, conviene
identificar cudles son los conectivos méas “compatibles” con el V. Leyendo los axiomas, obser-
vamos que los conectivos con los que el V aparece en més axiomas son =y A, asi que conviene
que éstos aparezcan a su alrededor. Entonces, el truco es:

3. Hacer aparecer conectivos compatibles con los cuantificadores.

Lo apliquemos en la demostraciéon

Prueba de Instanciacion. Tenemos un teorema del Célculo proposicional que nos permite trans-
formar un = en una expresion con = y A: es la Definicion dual de =, p = qg=pANqg=q. Lo
aplicamos en el primer paso.

(Ve :: fa)y=fX
= { Definicién dual de = }
(Vo :: fayNf.X =Nz :: fa).

El mismo enunciado del teorema (por la notacién y la hipdtesis) nos da una pista que
tenemos que usar el axioma de Rango unitario.

(Ve :: fayNf.X =Nz :: fa)

R. Unitario }

(Ve :: fayAN(Ve : o =X fo)= Vo :: fa)
Rango True }

(Ve : True : fayAN(Ne : x=X : fa)= Nz :: fux)
Particién de rango }

(Vo : Truevae =X : fa)y= (Ve :: fa)
Absorbente V }

(Vx : True : fx)= Vo :: f.o)

Rango True }

True

Il Il
— —

Il
— — —

]

Otro truco de esta seccién involuera el 3. Muchos teoremas de este 1ltimo tienen una version
correspondiente, o dual del V. En algunos caso, los teoremas tienen incluso el mismo nombre.
Ahora demostraremos:

Teorema 2.41 (Intercambio entre Rango y Término de 3).
(Fz :rax: fo)y=3zr ::raA fa).

Notemos la diferencia con el V: para éste es con =, y para el 3 es con A.
El truco en este caso se puede sintetizar diciendo:

4. Aplicar De Morgan y el teorema dual del V. Aproximadamente, hacen falta tres
aplicaciones de De Morgan: dos para cuantificadores y una de proposicional.
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Demostracion. Saldremos de (Jz : r.x : f.x) para llegar a (3x : : r.z A f.z) (como antes, to-
mar todo y llegar True es usualmente més largo pero més fécil). En el primer paso “eliminamos
7”7 usando De Morgan para cuantificadores.

(3x : rx: fux)

De Morgan para cuantificadores }
(Vo : rax : ofx)

Intercambio entre Rango y Termino de V }
—|<V:c e = ﬂf.:zz'>
Caracterizacion de =}

= <Vm crooraxV —|f.:c>

De Morgan para A }

—(Vx . =(ra A fo))

De Morgan para cuantificadores }
(Fz :: ra A fa)

11l
——

Il
—

Il
— — —

]

Otra forma de enunciar el ultimo truco seria “De Morgan, Teorema dual, De Morgan, De
Morgan”. El esquema de la prueba anterior tiene esa forma, asi como las de varios teoremas del
dJ. En general, podemos poner un truco que sirve para cuando queramos aplicar una estrategia
“a lo bestia” para demostrar formulas de la 16gica de predicados:

5. Eliminar todos los 3 usando De Morgan.

2.10.9. Ejercicios
x2.16. Hacer los items b, ¢, d, g del ejercicio 11 del Practico 4.

x2.17. Hacer los items a, b del ejercicio 13 del Practico 4.

2.10.10. Mas axiomas

Presentaremos algunos de los axiomas restantes en esta seccion. Uno muy poderoso es el
siguiente, que generaliza la propiedad distributiva de V con A (puesto que el V se comporta
como una conjuncién repetida).

A5 (Distributividad de V con V).
ZN (Vo ta)= (Ve 12 ZVita),
si x no ocurre (libre) en Z.
Una aplicacién inesperada de este axioma es la siguiente.

Ejercicio 2.42. Completar la siguiente demostracién del teorema de Término constante True.

(Vo :: True)
= { Absorbente V }

= { Absorbente V }
True
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Hay una versién del resultado anterior para Fulse, pero su prueba es mas ingeniosa. En
particular requiere una discusiéon de la distincién entre “expresion” y “funcién”, que ilustraremos
a continuaciéon con un ejemplo.

Sea x una variable de tipo Int, y tomemos la expresion x * x, que tiene entonces el mismo
tipo. Como tal, no es una funcién. Pero ;por qué decimos en matematica “la funcién 22”7 ;Es
esto incorrecto?

Como en otras situaciones, la frase “la funciéon z*” funciona como una abreviatura (del
mismo modo que x < y < z abrevia x < y Ay < z). En este caso, estamos considerando la
funcion f : Int — Int definida como f.r = x % x. Sin embargo, con la misma expresion = * x
puedo definir una funcién de dos variables,

29

g: Int — Int — Int

g.T.Yy =T *xT

que devuelve el cuadrado del primer argumento (y es constante respecto del segundo). Por
ejemplo, ¢.4.10 = 16, ¢.4.0 = 16 y ¢.4.90 = 16: su valor no depende de la segunda variable.
Un ejemplo més extremo seria el siguiente:

h:Int — Int

hz=xz*x

En este caso, la funciéon h es constante, y sin importar cual sea su argumento, tendra el valor
del cuadrado de x (segin el valor que tenga x en ese contexto). Esto sucede porque la variable
z no ocurre en la expresion x * x.

En resumen, con una expresion como x*x se pueden definir diversas funciones. En la prueba
del siguiente teorema, tomaremos la expresion booleana Fualse y la consideraremos como una
funcién f.z. Luego, sin importar el argumento X que le pongamos, su valor va a ser siempre
False.

Teorema 2.43 (Término Constante False). (Vx : : False) = False.

Demostracion. Para hacer el argumento mas concreto, supondremos que el tipo de = es Int (el
argumento vale para cualquier tipo que tenga al menos un elemento).
Notemos primero que el siguiente es un teorema del calculo proposicional:

p = False = p = Fulse. (28)

Sea f : Int — Bool definida como f.x = False.

(Vx :: Fulse) = False.

Por (28) }

(Vx :: False) = Fulse.
Definicién de f }

(Vo :: fx) = False.

f.0 = False }

(Vx :: fax)y= f.0.
Instanciacién (con X :=0) }
True.

Il Il Il
— — — —

Notemos que en la pentltima linea tenemos exactamente el enunciado del teorema de Instan-
ciacién, asi que equivale a True. O

El axioma de Distributividad V, V se necesita para resolver los ejercicios 12a y 12b del
Practico 4.
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2.10.11. Ejercicios

x2.18. Resolver el ejercicio 12¢ del Practico 4, usando el Teorema 2.43.

2.10.12. Induccién en demostraciones con predicados
En esta secciéon completaremos el proceso de construccion de programas que describimos
en la Seccién 2.10.4. Alli describimos dos de sus pasos: especificacion e implementacion. Aqui

veremos ejemplos de verificacion, es decir, comprobar que la implementacion del programa
satisface su especificacion. Para programas funcionales, dichas pruebas se realizan tipicamente
por induccion. Asi que en este punto se combinan las dos principales técnicas de demostracién
que vimos en la materia.

Entonces, desarrollaremos por completo un ejercicio del Practico para mostrar como es el
desarrollo en su conjunto. Nuestro objetivo es programar una funcién que decida si en una lista
de figuras hay alguna verde.

Especificacion En este punto damos el nombre y el tipo de la funcién, asi como la propiedad
que debe cumplir.

propD : [Figura] — Bool
propD.xs = (Jx : x € xs : verde.x) . (29)

Implementacién La definicién de la funcion propD es la siguiente:

propD : [Figura] — Bool
propD.[| = False (30)
propD.(z > xs) = verde.x \V propD.xs

Verificacién Debemos demostrar que con la defincién (30), la férmula (29) resulta vélida.
Como debemos ver esto para todo valor de xs, haremos induccion en listas.

Caso base: debemos ver
propD.[] = (Fx : x €[] : verde.x) .
Tomamos todo y trabajamos
propD.[] = <E|ac rrel]: verde.:zc>.
= { Definicién de propD y de € }
False = (x : False : verde.x) .

= { Rango vacio de 3 }
True.

Caso inductivo: Nuestra hipdtesis inductiva es (29) y debemos mostrar
propD.(y>xs) = (3x : x € (y>xs) : verde.x) .

Nuevamente tomamos todo y trabajamos.
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propD.(y>xs) = (dx : x € (y>xs) : verde.x)
Definicién de propD }

Il
—

verde.y V propD.xs = <3x cx € (yp>as) : ver’de.x>

Definicién de € }

verde.y V propD.xs = (3x : x =y V x € xs : verde.x)

Particién de Rango }

verde.y V propD.xs = (3x : x =y : verde.x)V (Jx : x € xs : verde.x)
Rango Unitario }

verde.y \V propD.xs = verde.y V (Jx : x € xs : verde.x)

A=

Il
—

Hipétesis inductiva }
verde.y V propD.xs = verde.y V propD.xs
Reflexividad }

True.

A

Y con esto termina la prueba.

2.10.13. El Teorema de Reenumeracion

Supongamos que 1" : Int — Bool es un predicado. Si queremos saber si T' vale para todos
sus argumentos, esto no depende el orden en el que hagamos las preguntas “;7.i7” (para cada
i entero), ni tampoco deberia depender de la manera en que nombramos a los enteros a los
que estamos preguntando (mientras que les hagamos la pregunta todos, como en la receta de
la Seccién 2.10.1). Una primera indicacién en este sentido viene dada por el siguiente teorema,
que enunciamos sin prueba:

Teorema 2.44 (Cambio de variable). Si las variables i y j no son capturadas por ningin
cuantificador de la expresion T, entonces

(Vi :: Tay=(Vj:: Tj).

El préximo teorema nos dice que preguntarnos si 7.(i + 1) vale para todos los enteros i es lo
mismo que hacerlo para la expresiéon T.(i + 1) (puesto que todos los enteros se pueden escribir
en la forma i + 1). Para demostrarlo, vamos a necesitar dos nuevos axiomas:

A6 (Intercambio de cuantificadores del V). (Va :: (Vy :: tay)) = (Vy 1 - (Vo 1 : tay)).
AT (Leibnitz para la Igualdad). z =y = (T.z = T.y)
Comentario. Notar que la version de este axioma para formulas proposicionales,
(p=q)= (Tp=Ty),
se puede demostrar usando calculo proposicional, pero es bastante complicado.
Ejercicio 2.45. Demostrar la siguiente propiedad: r =y =T ox=x=y = T.y.
Con estos elementos podemos demostrar:
Teorema 2.46 (Reenumeracién). Supongamos que i es una variable de tipo Int. Entonces
(Vi :: T.(i+ 1))y = (Vi :: Ta).

Demostracion. Vamos a empezar eligiendo una variable j distinta a todas la que aparezcan en
T para poder aplicar el teorema de Cambio de Variable. Queda como ejercicio completar la
prueba.
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(Vi :: T.(i+1))
= { Cambio de Variable }
<Vj - T.(j+1)>

= { Rango unitario }

= { Intercambio entre Rango y Término }
(Vj oo (Vi::i=j+1=T.iy)

= { Ejercicio 2.45 }
Vi :: (Vi:i=34+1=T.(j+1)))

= { Intercambio entre cuantificadores }
<v@' SIS z':j+1:>T.(j+1))>

= { Intercambio entre Rango y Término }

= { Avitmética }
. Mi:: (Vj:j=i—-1:T(j+1)))

<\ﬁ L T((i - 1)+1)>
= { Aritmética }
(Vi :: T.)

O
Ejercicio 2.47. ;Funciona esta prueba si cambiamos “i41” por “142"7 ;Y si ponemos “1%2”7

De hecho, el Teorema de Reenumeracién admite las siguientes generalizaciones, que no son
muy dificiles de demostrar.

» Sea T un predicado de una variable. Si f es biyectiva y del tipo adecuado, entonces
(Vi 0 T.(f9)) = (Vi :: Tua).

= f es sobre (suryectiva) si y sélo si, para todo predicado T, vale
(Vi o2 T.(fa)) = (Vi :: Tu).

= Para toda f de tipo adecuado,
(Vi :: Ta)y= (Vi :: T.(f4)).

2.10.14. Ejercicios

Los siguientes ejercicios sirven de guia para hacer demostraciones por induccién en listas
cuando hay que acceder a sus elementos mediante el indice.

x2.19.a) Expresa en tus propias palabras lo que significan las expresiones a cada lado de =:
(Vi:0<i<#zs:awsli<0)=(xs!0<0)A(Vi:1<i<#zxs:wzs!i<O0).
b) Proba que esta equivalencia es un teorema.
x2.20. Probar:

(Vi:1<i<#@vzs):(xpas)!li<10)=(Vi:0<i<#zxs:axs!i<10).
Ayuda: Usar el Teorema de Reenumeracion.
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x2.21. Usando la siguiente definicién de todosMenores10 : [Num| — Bool

todosMenores10.[] = True
todosMenores10.(x>xs) = x < 10 A todosMenores10.xs,

proba por induccién que

todosMenores10.xs = (Vi : 0 < i < #xs: xs!i < 10).

Ayuda: Aqui te serdn utiles tus soluciones de los ejercicios x2.19 y x2.20.

x2.22. Probar por induccién en xs:

(Ve:xexs:Tax)=Vi:0<i<F#xs: T (zs!i)).

2.10.15. EIl Teorema PQR y aplicaciones a los razonamientos

En légica clasica, los silogismos eran una forma muy importante de razonamiento. Un
ejemplo de silogismo es el siguiente:

Todo mamifero es vertebrado.
Algunos mamiferos tienen cuatro patas.
Algunos vertebrados tienen cuatro patas.

Este razonamiento se puede escribir semiformalmente de la siguiente manera:

P (Vx : max : v.a).
Py:(3z : max : px).
C: {3z : vz : px).

Y decimos que es correcto si P, A P, = C. Para decidir si razonamientos de esta forma son
correctos (y para otros ejercicios), el siguiente resultado puede ser de utilidad.

Teorema 2.48 (PQR). Si PN\ Q = R es un teorema, entonces la siqguiente formula también
lo es:

(Vi :: PYN(Fi:: Q)= (Fi:: R).

Demostracion. Como es usual, dejaremos algunos espacios en blanco a ser llenados a modo de

ejercicio.
Nuestra estrategia va a ser trabajar sélo con d, de manera que usando proposicional nos
vamos a sacar el “para todo” de (Vi : : P) de encima.

(Vi :: PYyAN(FJi:: Q)= (Ji :: R)

{
{ Mi:: P)=((Fi:: Q)= (3Fi::R))

(Fi ::=P)V((Fi:: Q)= (Ji:: R))

En este punto ya tenemos una expresion solo con 3; como éste es compatible con la disyun-
cién, hacemos aparecer algunas (y desaparecer =).
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={ }
(Fi::=P)V({(Fi::Q)V{(Fi:: Ry=(Fi :: R))

= { Distr. V, = }
(Fi::=P)V (i ::Q)yV{(Ii:: R)y=(Fi :: -P)V(Ji :: R)

}
<E|Z' s —|P\/Q\/R> =(3 :: -PVR).
Ejercicio x2.9 de la Seccién 2.9.12 }
(Ji :: =PV R)=(Ji :: -PVR).
Reflexiva = }
True

Il
— — —

[]

Ejemplo 2.49. Consideremos el silogismo del comienzo. Para ver que es correcto deberiamos
ver que
(Ve : max :vax)AN{(Gx : max : px)= (Fz : v : px).

es un teorema. Intercambiando entre rango y término en las tres expresiones, obtenemos
(Ve ::maox=vx)AN@Gr :: maxApzx)= (3r :: v Apx).
Entonces, para ver que esto es un teorema, basta demostrar que
(m.x = v.a) A (mxApzx)= (v.xAp.x).

es (una instancia de) un teorema del Célculo Proposicional. Pero esto es cierto por el Ejerci-
cio x2.7(f).

Ejemplo 2.50. Consideremos el Ejercicio 13d del Practico 4, que pide demostrar
(Jx @ : cuadrado.x) N (Vy : : amarillo.y) = (3x : : cuadrado.x N\ amarillo.x).
Aplicando Conmutativa A obtenemos
(Vy : : amarillo.y) A (3x : : cuadrado.z) = (3x : : cuadrado.x N\ amarillo.x).
Entonces, por el Teorema PQR, basta ver que
amarillo.y N\ cuadrado.x = cuadrado.x A\ amarillo.x

es un teorema; pero esto se sigue de la Conmutatividad de A y Reflexividad de =-.
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3. Soluciones

Ejercicio 2.17

Prueba 1. Elegimos una variable: hacemos induccion en zs.
Caso Base: reemplazamos la variable elegida por []:

sum.([] Hys) = sum.[] + sum.ys

y pruebo lo que obtengo:
sum.([] Hys)

= { Definicién de H+ }
SuUm.ys

= { Aritmética }
0+ sum.ys

= { Definicién de sum }

sum.[] + sum.ys

Caso inductivo: Copiamos el teorema tal como venia, y le llamamos Hipétesis Inductiva:
(HI) sum.(xs ++ys) = sum.xs + sum.ys,

reemplazamos ahora (x> xs) en lugar de xs en todos lados:
sum.((x >xs) Hys) = sum.(x > xs) + sum.ys

y demuestramos lo que obtuvimos usando las definiciones y la HI.

sum.((x>xs) Hys)
= { Definicién de # }
sum.(z > (xs +ys))
= { Definicién de sum }
x + sum.(zs Hys)
—{ HI}
T + sum.xs + sum.ys
= { Definicién de sum }
sum.(z > xs) + sum.ys O

Prueba 2. Puede ocurrir que no se nos ocurran algunos pasos de la demostracion de arriba, asi
que hay otra forma de escribir esta prueba, un poco mas repetitiva pero que hace mas facil
imaginarse qué hacer. Por lo demés, la prueba es la misma (también por induccién).

Caso Base: sum.([] ++ys) = sum.[] + sum.ys.
En vez de salir de un lado y llegar al otro, tomo todo.

sum.([] Hys) = sum.[] + sum.ys

{ Definicién de + }
sum.ys = sum.[] + sum.ys

{ Definicién de sum }
sum.ys = 0+ sum.ys
{ Aritmética }

True
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Caso inductivo: Usando
(HI) sum.(xs +ys) = sum.xs + sum.ys,

probamos:
sum.((x >xs) Hys) = sum.(x > xs) + sum.ys.

Tomamos todo y operamos:

sum.((x>xs) Hys) = sum.(z > xs) + sum.ys
Definicién de + }

sum.(x > (xs Hys)) = sum.(z>xs) + sum.ys
Definicién de sum }

x + sum.(xs +Hys) = sum.(x > xSs) + sum.ys
HI }

x + sum.xs + sum.ys = sum.(x > xs) + sum.ys

If
—

Il
—

Il
—

Definicién de sum }

T+ Sum.xrs + Sum.ys = T + Sum.xrs + sSum.ys
Reflexividad de = }

True [J

Il
— —

Ejercicio 2.18

Demostracion. Lo probamos por induccion en xs.
Caso Base: Debemos probar

sum.(quitarCeros.[]) = sum.[].

sum.(quitarCeros.[])
= { Definicién de quitarCeros }
sum.[].

Caso inductivo: Usando
(HI) sum.(quitarCeros.xzs) = sum.xs

probamos
sum.(quitarCeros.(x > xs)) = sum.(z > xs).

Dividimos la prueba en dos casos.
Sixz=0:

sum.(quitarCeros.(0 > xs))
= { Definicién de quitarCeros }
sum.(quitarCeros.xs)
={ HI }
Sum.xs
= { Aritmética }
0+ sum.xs
= { Definicién de sum }
sum.(0> xs).

Six #0:
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sum.(quitarCeros.(x > xs))
= { Definicién de quitarCeros }
sum.(z > quitarCeros.zs)
= { Definicién de sum }
x + sum(quitarCeros.zs)
={ HI }
T+ sum.xs
= { Definicién de sum }
sum.(x>xs). O

Ejercicio 2.27

pV False

= { Equivalencia y Negacién }
pV(p=-p)

= { Distributiva V y = }
pVp=pV-p

= { Idempotencia V }
p=pVp

= { Tercero excluido }
p = True

= { Neutro de = }
p

Ejercicio 2.28

pVqg=pV q

= { Distributiva v, = }
pV (¢ =—q)

= { Equivalencia y Negacién }
pV False

= { Neutro V }

p

Ejercicio 2.30

—p A g

Regla Dorada }
Teorema (%) }
“p=pVq
Definicién =}
~(p=pV )
Teorema (%) }
=(pVa)

Il
— — — —

Ejercicio 2.38

<V:1::O§x<2:x<5>
= { Aritmética }
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Ve :az=0vVe=1:2<b)
= { Particién de Rango }
Ve :x=0:a2<bh) AV :z=1:2<5)

= { Rango Unitario 2 veces }
0<H5ALI<H

= { Aritmética }
True

Ejercicio 2.42

(Vo :: True)
= { Absorbente V }
(Vx :: TrueV True)
= { Distributiva V, V }
True vV (Vx : : True)
= { Absorbente V }
True

Teorema 2.46

(Vi :: T.(i+1))
= { Cambio de Variable }
<Vj - T.(j+1)>
= { Rango unitario }
<Vj o i=g T.¢>>
= { Intercambio entre Rango y Término }
<Vj s <Vi s z':j+1:>T.i>>
= { Ejercicio 2.45 }
(Vj::VMi:ii=54+1=T.(j+1)))
= { Intercambio entre cuantificadores }
<Vz’ s (Vg i:j+1:T.(j—|—1)>>
= { Intercambio entre Rango y Término }
<Vi (VW ri=g4+1: T.(j—|—1)>>
= { Aritmética }
<Vi (Vi j=i—1: T.(j+1))>
= { Rango unitario }
<Vi T - 1) + 1)>
= { Aritmética }
(Vi = T.)

Teorema 2.48

(Vi :: PYAN(Fi:: Q)= (Ji:: R)
= { Currificacién }

(Vi :: P)=((Fi :: Q)= (Ji:: R))
= { Caracterizacién de = }

(Vi :: P)V((Fi:: Q)= (Ji:: R))
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If
—

De Morgan }

(i ::=P)V((Fi:: Q)= (Ji:: R))

Definicién = }

(Fi::=P)V({(Fi::Q)V(I:: Ry=(Ji:: R))
Distr. V, = }

(Fi::=P)V(Fi::Q)yV{(Ii:: Ry=(Ji:: ~P)V(Ji:: R)
Regla del Término }

<E|i s —|P\/Q\/R> =(3 :: -PVR).

Ejercicio x2.9 de la Seccién 2.9.12 }

(Ji :: =PV R)=(3Ji :: ~PVR).

Reflexiva = }

True

Il
— —

If Il
— — —
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