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Contenidos estimados para hoy

1 Deducción natural
Definición inductiva de D
Inducción y recursión en derivaciones
Relación de deducción y teoremas

2 Corrección y completitud de la lógica proposicional
Relación entre verdad y demostrabilidad
Teorema de corrección
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El conjunto D de las derivaciones

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.

D es el menor conjunto de árboles decorados con proposiciones y con una
raı́z distinguida tales que:

Un árbol de un sólo nodo φ ∈ PROP pertenece a D.

··· D1
φ

∈ D y
··· D2

φ′
∈ D =⇒ D :=

··· D1
φ

··· D2

φ′

∧I
φ ∧ φ′

∈ D.
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Un árbol de un sólo nodo φ ∈ PROP pertenece a D.

··· D1
φ

∈ D y
··· D2

φ′
∈ D =⇒ D :=

··· D1
φ

··· D2

φ′

∧I
φ ∧ φ′

∈ D.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introducción a la Lógica y la Computación FaMAF, 16/10/2020 3 / 16



El conjunto D de las derivaciones

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.
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El conjunto D de las derivaciones

··· D
φ ∧ φ′

∈ D =⇒

D1 :=

··· D
φ ∧ φ′

∧E
φ

∈ D, D2 :=

··· D
φ ∧ φ′

∧E
φ′

∈ D.

φ
··· D
ψ

∈ D =⇒ D′ :=

[φ]
··· D
ψ

→ I
φ→ ψ

∈ D.
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El conjunto D de las derivaciones

··· D1

φ ∨ ψ
∈ D,

φ
··· D2
χ

∈ D y
ψ
··· D3
χ

∈ D =⇒

D4 :=

··· D1

φ ∨ ψ

[φ]
··· D2
χ

[ψ]
··· D3
χ

∨E
χ

∈ D
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El conjunto D de las derivaciones

(∨I) y (⊥) son como (∧E)

··· D
φ ∧ φ′

∧E
φ′

··· D
φ

∨I
φ ∨ φ′

(→ E) es como (∧I).

··· D1
φ

··· D2

φ′

∧I
φ ∧ φ′

··· D1
φ

··· D2

φ→ ψ
→ E

ψ

(RAA) es como (→ I).
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Recursión en derivaciones: Hip

Al igual que con PROP, se puede hacer inducción y recursión en D.

Definimos recursivamente el conjunto de las hipótesis no canceladas
Hip(D) de una derivación D.

PROP Si φ ∈ PROP, Hip(φ) := {φ}.

∧I

Hip

 ··· D
φ

··· D′

φ′

∧I
φ ∧ φ′

 := Hip
( ··· D
φ

)
∪ Hip

( ··· D′

φ′

)
.
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Recursión en derivaciones: Hip

∧E

Hip


···

φ ∧ φ′

∧E
φ

 = Hip


···

φ ∧ φ′

∧E
φ′

 := Hip

( ···
φ ∧ φ′

)
.

→ I

Hip


[φ]
···
ψ

→ I
φ→ ψ

 := Hip

φ···
ψ

∖ {φ}.
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Recursión en derivaciones: Hip

∨E

Hip


··· D1

φ ∨ ψ

[φ]
··· D2
χ

[ψ]
··· D3
χ

∨E
χ

 :=

Hip(D1) ∪
(
Hip(D2)∖ {φ}

)
∪
(
Hip(D3)∖ {ψ}

)
.
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Recursión en derivaciones: Hip

∨I , ⊥ Son como (∧E)

−→ Hip se define igual.

··· D
φ ∧ φ′

∧E
φ′

··· D
φ

∨I
φ ∨ φ′

→ E Es como (∧I).

··· D1
φ

··· D2

φ′

∧I
φ ∧ φ′

··· D1
φ

··· D2

φ→ ψ
→ E

ψ

RAA Es como (→ I).
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Relación de deducción y teoremas

Sea Γ ⊆ PROP y φ ∈ PROP.

Definición

φ se deduce de Γ (Γ ⊢ φ) si existe D ∈ D tal que Hip(D) ⊆ Γ y
Concl(D) = φ.

φ es un teorema (⊢ φ) si existe D ∈ D tal que Hip(D) = ∅ y
Concl(D) = φ.

Ejemplo

Tertium non datur o tercero excluido: ⊢ φ ∨ ¬φ.
{φ,¬ψ → ¬φ} ⊢ ψ.

Principio de no contradicción: ⊢ ¬(φ ∧ ¬φ).
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Relación entre verdad y demostrabilidad

¿Cómo se comparan las nociones semánticas con la de derivabilidad?

Recordemos: Γ |= φ ⇐⇒ para toda v que valide Γ, JφKv = 1.

Semántica Cálculo
Tautologı́as (valuar 1) Teoremas (derivable)

|= ⊢
Asignaciones (modelo) Derivaciones (pruebas formales)

Completitud y Corrección de la Lógica Proposicional

Para todos Γ ⊆ PROP y φ ∈ PROP, se tiene

Γ |= φ ⇐⇒ Γ ⊢ φ
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Teorema de corrección

Para todos Γ ⊆ PROP y φ ∈ PROP, se tiene

Γ |= φ ⇐⇒ Γ ⊢ φ

La implicación (⇒) es la Completitud y (⇐) es la Corrección.

Teorema (Corrección)

Si Γ ⊢ φ, entonces Γ |= φ.

Demostración.

Probamos por inducción en D ∈ D:
“Para todo Γ tal que Hip(D) ⊆ Γ, se da Γ |= Concl(D)”.
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Prueba del teorema de corrección, caso base

Para todo Γ, Hip(D) ⊆ Γ =⇒ Γ |= Concl(D)

¡Ojo! Estamos probando algo de la forma “∀Γ : . . . ”:
tanto la tesis como la HI tendrán esa forma.

PROP D = φ. Sea Γ ⊆ PROP.

Hip(D) = {φ} ⊆ Γ =⇒ φ ∈ Γ =⇒ Γ |= φ = Concl(D).
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Prueba del teorema de corrección, caso (∧I)

Para todo Γ, Hip(D) ⊆ Γ =⇒ Γ |= Concl(D)

∧I Suponiendo HI para
··· D1
φ1

y
··· D2
φ2

,

1 para todo Γ, Hip(D1) ⊆ Γ =⇒ Γ |= φ1, y
2 para todo Γ, Hip(D2) ⊆ Γ =⇒ Γ |= φ2,

probamos

1 para todo Γ, Hip


··· D1
φ1

··· D2
φ2

∧I
φ1 ∧ φ2

 ⊆ Γ =⇒ Γ |= φ1 ∧ φ2.

||
Hip(D1) ∪ Hip(D2) ⊇ Hip(D1),Hip(D2).
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Luego Jφ1 ∧ φ2Kv = mı́n{Jφ1Kv, Jφ2Kv} = 1.
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Prueba del teorema de corrección, caso (→ I)

Para todo Γ, Hip(D) ⊆ Γ =⇒ Γ |= Concl(D)

→ I Suponiendo HI para

φ
··· D
ψ

,

para todo Γ

′

, Hip(D) ⊆ Γ

′

=⇒ Γ

′

|= ψ, y

probamos

para todo Γ, Hip


[φ]
··· D
ψ

→ I
φ→ ψ

 ⊆ Γ =⇒ Γ |= φ→ ψ.
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1 JφKv = 1 =⇒ v valida Γ ∪ {φ} =⇒ JψKv = 1
=⇒ Jφ→ ψKv = 1.

2 JφKv = 0 =⇒ Jφ→ ψKv = 1.
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Prueba del teorema de corrección, caso (→ I)

Para todo Γ, Hip(D) ⊆ Γ =⇒ Γ |= Concl(D)

→ I Suponiendo HI para

φ
··· D
ψ

,
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