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Contenidos estimados para hoy

Completitud de la légica proposicional
m Relacién entre verdad y demostrabilidad
m Estrategia de prueba de Completitud
m Consistencia
m Conjuntos consistentes maximales
m Teorema de existencia de modelos
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Como se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Como se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?

Semantica | Calculo
Tautologias (valuar 1) Teoremas (derivable)
= F

Asignaciones (modelo) | Derivaciones (pruebas formales)
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Como se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?

Semantica | Calculo
Tautologias (valuar 1) Teoremas (derivable)
= F

Asignaciones (modelo) | Derivaciones (pruebas formales)

Completitud y Correccién de la Logica Proposicional

Para todos I' C PROP y ¢ € PROP, se tiene

'Ep <= Tty
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Como se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?

Semantica | Calculo
Tautologias (valuar 1) Teoremas (derivable)
= F

Asignaciones (modelo) | Derivaciones (pruebas formales)

Completitud y Correccién de la Logica Proposicional

Para todos I' C PROP y ¢ € PROP, se tiene

'Ep <= Tty

Hoy vamos por la implicacion (=-): Completitud.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion



Estrategiaparaver' = p — T'F ¢

Vamos por la contrarreciproca.
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)
TFo = Iv:(Wel. [, =1) & [¢], =0 @)

=
[
=
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢

Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)
PFo — s (el [6],=1) & [¢], =0 @)
'Fo = :[I',=1%& [~¢]=1 (3)
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)
TFe = Fv:(Vel. [¢],=1) & [¢], =0 7
F'Fo = :[I=1%& [-¢],=1 (3)
'Fo = :[TU{-p},=1 (4)
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)
L¥Fe = :(Wel. [¢,=1) & [¢], =0 (2
F'Fo = :[I=1%& [-¢],=1 (3)
F'Fo = v:[TU{p}],=1 (4)

El foco estara en construir asignaciones (“modelos”) que validen ciertos
conjuntos.

=
[
=
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (1)

TFo = Iv:(Vpel [yl =1) & [¢l =0 (2)

F'Fo = :[I=1%& [-¢],=1 3)

'Fo = Fv:[lU{-p}t,=1 (4)
El foco estara en construir asignaciones (“modelos”) que validen ciertos

conjuntos.
Veremos: F'Fo << TU{-p}¥F L

=
[
=
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

' = TFp
o = v:Wel. [¢],=1) & [¢],=0
'Fo = :[I',=1%& [~¢]=1
'Fo = Fv:[lU{-p}t,=1
El foco estara en construir asignaciones (“modelos”) que validen ciertos

conjuntos.
Veremos: F'Fo << TU{-p}¥F L

TU{~¢}F L = I:[LU{~}],=1 (5)

b
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Estrategiaparaver' = p — T'F ¢
Vamos por la contrarreciproca.

'Fo = TFp (

o = v:Wel. [¢],=1) & [¢],=0 (2

F'Fo = :[I=1%& [-¢],=1 (

'Fo = :[TU{-p},=1 (
El foco estara en construir asignaciones (“modelos”) que validen ciertos

conjuntos.
Veremos: F'Fo << TU{-p}¥F L

F{-¢l¥Fl = Fv:[TU{9¢}=1 (5)

Teorema (Existencia de modelos)

'l = :[I"],=1
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(In)Consistencia

el'F 1L = :[I"],=1
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(In)Consistencia

ml"F L = Iv:[I"],=1

Damos nombre a la nocién del antecedente.
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(In)Consistencia

ml'F 1L = Iv:[I"],=1
Damos nombre a la nocién del antecedente.
Definicién
I' C PROP esinconsistente <— I'+ 1.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion

FaMAF, 21/10/2020



(In)Consistencia

ml'F 1L = Iv:[I"],=1
Damos nombre a la nocién del antecedente.
Definicién
I' C PROP esinconsistente <— I'+ 1.
I" C PROP es consistente < T' /¥ 1 (jnegacién de lo anterior!).
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(In)Consistencia

ml'F 1L = Iv:[I"],=1
Damos nombre a la nocién del antecedente.
Definicion
I' C PROP esinconsistente <— I'+ 1.
I" C PROP es consistente < T' /¥ 1 (jnegacién de lo anterior!).

Ahora veremos I' ¥ ¢ <= T'U {—¢} ¥ L (negando ambos lados).

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion



(In)Consistencia

ml'F 1L = Iv:[I"],=1
Damos nombre a la nocién del antecedente.
Definicion
I' C PROP esinconsistente <— I'+ 1.
I" C PROP es consistente < T' /¥ 1 (jnegacién de lo anterior!).

Ahora veremos I' ¥ ¢ <= T'U {—¢} ¥ L (negando ambos lados).

Lema

'+ ¢ <= T'U{—y} esinconsistente.
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(In)Consistencia

ml'F 1L = Iv:[I"],=1
Damos nombre a la nocién del antecedente.
Definicién
I' C PROP esinconsistente <— I'+ 1.
I" C PROP es consistente < T' /¥ 1 (jnegacién de lo anterior!).
Ahora veremos I' ¥ ¢ <= T'U {—¢} ¥ L (negando ambos lados).

Lema
'+ ¢ <= T'U{—y} esinconsistente.

Demostracion.

Tomamos D € 9 que atestigiie un lado y la usamos para construir D' € 9
que atesigle el otro.
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Conjuntos consistentes maximales

e/l = W:[I],=1
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Conjuntos consistentes maximales

el¥F 1 = : [T, =1

Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.
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Conjuntos consistentes maximales

elF 1l = F: I, =1

Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.

Lema (Criterio de Consistencia)

Si existe v que valide I, entonces I es consistente.
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Conjuntos consistentes maximales

elF 1l = F: I, =1

Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.

Lema (Criterio de Consistencia)

Si existe v que valide I, entonces I es consistente.

Ejemplo
Sea v asignacion y Th(v) := {¢ € PROP : [¢], = 1}.
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Conjuntos consistentes maximales

elF 1l = F: I, =1
Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.

Lema (Criterio de Consistencia)

Si existe v que valide I, entonces I es consistente.

Ejemplo
Sea v asignacion y Th(v) := {¢ € PROP : [¢], = 1}. Por el Criterio de
Consistencia, Th(v) es consistente.
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Conjuntos consistentes maximales

elF 1l = F: I, =1
Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.

Lema (Criterio de Consistencia)

Si existe v que valide I, entonces I es consistente.

Ejemplo

Sea v asignacion y Th(v) := {¢ € PROP : [¢], = 1}. Por el Criterio de
Consistencia, Th(v) es consistente. Pero ademés no hay conjunto méas
grande que aun sea consistente.
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Conjuntos consistentes maximales

elF 1l = F: I, =1
Para construir una asignacién v, pensemos cémo son los conjuntos validados
por alguna v.

Lema (Criterio de Consistencia)

Si existe v que valide I, entonces I es consistente.

Ejemplo

Sea v asignacion y Th(v) := {¢ € PROP : [¢], = 1}. Por el Criterio de
Consistencia, Th(v) es consistente. Pero ademés no hay conjunto méas
grande que aun sea consistente.

Definicion
I es consistente maximal si es consistente y I' C A C PROP implica que A
no lo es. _
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Construccion de conjuntos consistentes maximales

m [ es consistente maximal si es maximal en el poset
(Conjuntos consistentes, C).
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Construccion de conjuntos consistentes maximales

m [ es consistente maximal si es maximal en el poset
(Conjuntos consistentes, C).

Teorema

I consistente = existe I'* consistente maximal tal que I' C I'*.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 21/10/2020



Construccion de conjuntos consistentes maximales

m [ es consistente maximal si es maximal en el poset
(Conjuntos consistentes, C).

Teorema

I consistente = existe I'* consistente maximal tal que I' C I'*.

Demostracion.

Vamos agregando proposiciones a I' cada vez que podamos.
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Construccion de conjuntos consistentes maximales

m [ es consistente maximal si es maximal en el poset
(Conjuntos consistentes, C).

Teorema

I consistente = existe I'* consistente maximal tal que I' C I'*.

Demostracion.

Vamos agregando proposiciones a I' cada vez que podamos.

Lema (Consistentes maximales son cerrado por derivaciones)

I" consistente maximal y I' - @ implica p € T'.
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Construccion de conjuntos consistentes maximales

m [ es consistente maximal si es maximal en el poset
(Conjuntos consistentes, C).

Teorema

I consistente = existe I'* consistente maximal tal que I' C I'*.

Demostracion.

Vamos agregando proposiciones a I' cada vez que podamos.

Lema (Consistentes maximales son cerrado por derivaciones)

I consistente maximal y I' - ¢ implica p € T'. — en el apunte

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 21/10/2020



Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.
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Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.

Lema (Consistentes maximales realizan conectivos)
SeaI' consistente maximal. Para todas ¢, € PROP,
B ycl < [nopell
B (p—¢) el < [pel implicay €TY.
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Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.

Lema (Consistentes maximales realizan conectivos)

SeaI' consistente maximal. Para todas ¢, € PROP,
0 el < [nopell
A (¢ — ) el < [p el implicay €T).

Teorema (Existencia de modelos)

I" es consistente —> existe asignacion v que validal.
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Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.

Lema (Consistentes maximales realizan conectivos)

SeaI' consistente maximal. Para todas ¢, € PROP,
0 el < [nopell
B (¢ = ¢) el < [p el implicay € T).

Teorema (Existencia de modelos)

I" es consistente —> existe asignacion v que validal.

Demostracion.

Sea I'* D I' consistente maximal.

5 | UNC [ i Wamm 200
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Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.

Lema (Consistentes maximales realizan conectivos)
SeaI' consistente maximal. Para todas ¢, € PROP,
B ycl < [nopell
A (¢ —>vY) el < [peTl implicay €TY.

Teorema (Existencia de modelos)

I" es consistente —> existe asignacion v que validal.

Demostracion.

Sea I'* O T consistente maximal. Definimos asignacion:
v(pn) =1 <= p, e T
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Teorema de existencia de modelos

m [ consistente maximal y I' - ¢ implica ¢ € T'.

Lema (Consistentes maximales realizan conectivos)
SeaI' consistente maximal. Para todas ¢, € PROP,
B ycl < [nopell
A (¢ —>vY) el < [peTl implicay €TY.

Teorema (Existencia de modelos)

I" es consistente —> existe asignacion v que validal.

Demostracion.

Sea I'* O T consistente maximal. Definimos asignacion:
v(py) :=1 <= p, € I'*. Entonces v valida a I

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 21/10/2020



	Completitud de la lógica proposicional
	Relación entre verdad y demostrabilidad
	Estrategia de prueba de Completitud
	Consistencia
	Conjuntos consistentes maximales
	Teorema de existencia de modelos


