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Repaso: Representacion de posets

Definicion

Sean (P, <) posety d € P. El ideal principal determinado por d es
dl:={xeP:x<d}.
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Repaso: Representacion de posets

Definicion

Sean (P, <) posety d € P. El ideal principal determinado por d es
dl:={xeP:x<d}.

Lema

Paratodosd,c € P, d <c¢ < d| Cc|.
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Repaso: Representacion de posets

Definicion
Sean (P, <) posety d € P. El ideal principal determinado por d es
dl:={xeP:x<d}.

Lema
Paratodosd,c € P, d <c < d| Cc|.

Teorema

La funcién definida por

F:P— (P
d—d|l={a€eP:a<d}

es un isomorfismo entre (P, <) y el subposet (F(P), C) de (% (P), C).
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Lema

Atomicidad Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Separacion Para todo x,y € B tales que x jé y existe a € At(B) tal que
a<xyay.
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Lema
Atomicidad Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Separacion Para todo x,y € B tales que x jé y existe a € At(B) tal que
a<xyay.

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F: B — % (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B,V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Lema
Atomicidad Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Separacion Para todo x,y € B tales que x jé y existe a € At(B) tal que
a<xyay. F(x) C F(y) implicax < y.

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F: B — % (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B,V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).

=
=
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x = zeD.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
m Jloes
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x = ze€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
B O lo es (antecedente falso).
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.
Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
B O lo es (antecedente falso).

m d| es decreciente (por transitividad).
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo
m P es decreciente (consecuente trivial).
B O lo es (antecedente falso).
m d| es decreciente (por transitividad).

m Cualquier conjunto de atomos junto con el primer elemento.
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema

SiD, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N D, y D; U D, también
lo son.
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema

SiD, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N D, y D; U D, también
lo son.

El Probar la segunda afirmacion.
A ;Valen las mismas propiedades de clausura para los ideales principales?
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema

SiD, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N D, y D; U D, también
lo son.

Ejercicio
El Probar la segunda afirmacion.
A ;Valen las mismas propiedades de clausura para los ideales principales?

Corolario
(9(P), ) es un subreticulado de (% (P), C).
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Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
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Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
¢Qué informacion es estrictamente necesaria para esa codificacién?
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Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
¢ Qué informacién es estrictamente necesaria para esa codificacién?
m Poset generales: los ideales principales d/ (i.e., decrecientes
determinados por cada elemento d).

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion



Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
¢Qué informacion es estrictamente necesaria para esa codificacién?

m Poset generales: los ideales principales d/ (i.e., decrecientes
determinados por cada elemento d).

m Algebras de Boole: mucho menos, bastan los atomos que estan en d .
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Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
¢Qué informacion es estrictamente necesaria para esa codificacién?
m Poset generales: los ideales principales d/ (i.e., decrecientes
determinados por cada elemento d).
m Algebras de Boole: mucho menos, bastan los atomos que estan en d .
Esencialmente, algunos decrecientes.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion



Codificacidon de posets en el conjunto de partes

Todo poset se representa como un subposet de (% (P), C).
¢Qué informacion es estrictamente necesaria para esa codificacién?

m Poset generales: los ideales principales d/ (i.e., decrecientes
determinados por cada elemento d).

m Algebras de Boole: mucho menos, bastan los atomos que estan en d .
Esencialmente, algunos decrecientes.

m Reticulados distributivos: veamos ejemplos.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 06z = x.

Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 06z = x.

Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Es decir, x no se escribe como supremo de elementos todos distintos a él.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 06z = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Es decir, x no se escribe como supremo de elementos todos distintos a él.

Lema

Si L es finito, entonces x € L es V-irreducible <= el conjunto
{a € L:a < x}=x|~ {x} tiene maximo.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 06z = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Es decir, x no se escribe como supremo de elementos todos distintos a él.

Lema

Si L es finito, entonces x € L es V-irreducible <= el conjunto
{a € L:a < x}=x|~ {x} tiene maximo.

Demostracion.

El supremo de dicho conjunto finito no puede ser igual a x.
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

La prueba es analoga al Teorema de Representacién de algebras de Boole,
pero usando V-irreducibles en lugar de atomos.
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)
Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion
F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}
es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

La prueba es analoga al Teorema de Representacién de algebras de Boole,
pero usando V-irreducibles en lugar de atomos.

La distributividad se usa s6lamente para ver que F' es sobreyectiva, o
equivalentemente: F(sup D) = D para todo D € 9 (Irr(L)).
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

La prueba es analoga al Teorema de Representacién de algebras de Boole,
pero usando V-irreducibles en lugar de atomos.

La distributividad se usa s6lamente para ver que F' es sobreyectiva, o
equivalentemente: F(sup D) = D para todo D € % (Irr(L)). Con esto
conseguiremos un nuevo criterio de distributividad.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L) : a < x} pertenece a @ (Irr(L)).

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 16/09/2020 10/11



Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

mF(x):={yelrr(L): a <x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)
Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

mF(x):={yelrr(L): a <x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodox € L.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

mF(x):={yelrr(L): a <x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodox € L.

Igual que para algebras de Boole
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

mF(x):={yelrr(L): a <x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodox € L.

Igual que para algebras de Boole
m D=F(supD)={a € Irr(B) : a <supD} paratodo D € % (Irr(B)).

=
=
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
a€lrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

Prueba del Teorema de Representacion.

mF(x):={yelrr(L): a <x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodox € L.
Igual que para algebras de Boole
m D=F(supD)={a € Irr(B) : a <supD} paratodo D € % (Irr(B)).
Vemos las dos inclusiones como antes
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado. Son equivalentes:
m L es distributivo;
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema

Sea L un reticulado. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m paratodosa,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema

Sea L un reticulado. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m paratodosa,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m paratodosa,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aANc
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema

Sea L un reticulado. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m paratodosa,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m paratodosa,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aANc

m niM;3 ni N5 se incrustan en L.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion

FaMAF, 16/09/2020

11/11



Caracterizaciones de distributividad

Teorema

Sea L un reticulado. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m paratodosa,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m paratodosa,b,c € L,
aVb=aVc
= b=cy
aANb=alc

ni M3 ni Ns se incrustan en L.

|L| = |9 (Irr(L))| (ambos conjuntos tienen el mismo tamario).
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