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¿Qué tienen que ver. . . ?

Tratemos de encontrar conexión entre esta parte y la anterior

. . . Si no, ¿por
qué usarı́amos los mismos sı́mbolos para ı́nfimo que conjunción, etcétera?
Definamos una relación en PROP: φ ≼ ψ :⇐⇒ {φ} ⊢ ψ.

Propiedades de ≼

1 {φ} ⊢ φ.

2 Si {φ} ⊢ ψ y {ψ} ⊢ χ entonces {φ} ⊢ χ.

3 Si {φ} ⊢ ψ y {ψ} ⊢ φ entonces ⊢ φ↔ ψ.

Encuesta!!!

¿Es ≼ una relación de orden? −→ Actividad en Aula virtual!
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qué usarı́amos los mismos sı́mbolos para ı́nfimo que conjunción, etcétera?
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No

. Es un preorden.
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Cocientes

φ ≼ ψ ⇐⇒ {φ} ⊢ ψ.

φ ≼ ψ & ψ ≼ φ =⇒ ⊢ φ↔ ψ

Es relación de equivalencia.
Solución: considerar las cosas equivalentes como iguales.

Definición

φ := clase de equivalencia de φ = {ψ ∈ PROP : φ ≼ ψ & ψ ≼ φ}.

PROP := {φ : φ ∈ PROP}.

Orden en PROP
φ ≤ ψ ⇐⇒ φ ≼ ψ.
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Orden en PROP

φ ≤ ψ ⇐⇒ φ ≼ ψ ⇐⇒ {φ} ⊢ ψ.

Proposición (≤ no es total en PROP)

n ̸= m =⇒ pn ≰ pm para todos n,m ∈ N0.

Necesitamos una manera de justificar que {pn} ⊬ pm.

No derivación

Para ver que Γ ⊬ φ, basta encontrar v tal que JΓKv = 1 y JφKv = 0.

(El Teorema de Corrección dice que si JΓKv = 1 y Γ ⊢ φ, entonces JφKv = 1)

Prueba de la Proposición

Basta tomar v : V → {0, 1} tal que v(pj) := 1 ⇐⇒ j = n.
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Ínfimos y supremos en PROP

φ ≤ ψ ⇐⇒ φ ≼ ψ ⇐⇒ {φ} ⊢ ψ.

Ejercicios

1 {φ ∧ ψ} ⊢ φ.

2 {φ ∧ ψ} ⊢ ψ.

3 Si {χ} ⊢ φ y {χ} ⊢ ψ entonces {χ} ⊢ φ ∧ ψ.

Si χ ≤ φ y χ ≤ ψ entonces χ ≤ φ ∧ ψ

.

Hay ı́nfimo

φ ⊓ ψ := φ ∧ ψ es el ı́nfimo de {φ,ψ} en (PROP,≤).
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PROP es un reticulado distributivo

De igual modo,
φ ⊔ ψ := φ ∨ ψ = sup{φ,ψ}.

⊥ es el primer elemento y ⊤ = ¬⊥ el último:

{⊥} ⊢ φ {φ} ⊢ ⊤.

Además, ∼ φ := ¬φ resulta ser un complemento de φ.

Ejercicio

{(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ θ)} ⊢ φ ∨ (ψ ∧ θ). (φ ⊔ ψ) ⊓ (φ ⊔ θ) ≤ φ ⊔ (ψ ⊓ θ)

Luego (PROP,≤) es un reticulado distributivo.
. . . wait a minute.
¿Distributivo?
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PROP es un reticulado distributivo. . . ¿¡Por qué!?

⊓ es el ı́nfimo

1 {φ ∧ ψ} ⊢ φ.

(∧E) φ ⊓ ψ ≤ φ.

2 {φ ∧ ψ} ⊢ ψ.

(∧E) φ ⊓ ψ ≤ ψ.

3 Si {χ} ⊢ φ y {χ} ⊢ ψ entonces {χ} ⊢ φ ∧ ψ.

(∧I)
Si χ ≤ φ y χ ≤ ψ entonces χ ≤ φ ⊓ ψ.

Sólo estamos describiendo las reglas de ∧. Lo mismo con ∨.
Entonces, ¿de dónde sale la distributividad?
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⊓ es el ı́nfimo

1 {φ ∧ ψ} ⊢ φ.

(∧E)

φ ⊓ ψ ≤ φ.

2 {φ ∧ ψ} ⊢ ψ.

(∧E)

φ ⊓ ψ ≤ ψ.

3 Si {χ} ⊢ φ y {χ} ⊢ ψ entonces {χ} ⊢ φ ∧ ψ.

(∧I)

Si χ ≤ φ y χ ≤ ψ entonces χ ≤ φ ⊓ ψ.
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Sólo estamos describiendo las reglas de ∧. Lo mismo con ∨.
Entonces, ¿de dónde sale la distributividad?

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introducción a la Lógica y la Computación FaMAF, 28/10/2020 10 / 14



PROP es un reticulado distributivo. . . ¿¡Por qué!?
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⊓ es el ı́nfimo

1 {φ ∧ ψ} ⊢ φ. (∧E) φ ⊓ ψ ≤ φ.

2 {φ ∧ ψ} ⊢ ψ. (∧E) φ ⊓ ψ ≤ ψ.

3 Si {χ} ⊢ φ y {χ} ⊢ ψ entonces {χ} ⊢ φ ∧ ψ. (∧I)
Si χ ≤ φ y χ ≤ ψ entonces χ ≤ φ ⊓ ψ.
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Prueba de distributividad

(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ θ)
∧E

φ ∨ ψ

[φ]1
∨I

φ ∨ (ψ ∧ θ)

(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ θ)
∧E

φ ∨ θ

[φ]2
∨I

φ ∨ (ψ ∧ θ)

[ψ]1[θ]2
∧I

ψ ∧ θ
∨I

φ ∨ (ψ ∧ θ)
∨E2

φ ∨ (ψ ∧ θ)
∨E1

φ ∨ (ψ ∧ θ)

Misterio a resolver por Ustedes!
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La estructura de PROP

(PROP,⊔,⊓,⊥,⊤,∼) es un álgebra de Boole.

Lema

(PROP,⊔,⊓,⊥,⊤,∼) no tiene átomos.

Demostración.

Sea φ ∈ PROP tal que ⊥ < φ. Tomemos pn ∈ V que no ocurra en φ.
Entonces ⊥ < (φ ∧ pn) < φ gracias al Lema de Coincidencia.

Corolario (No representación)

PROP no es isomorfo a P(X) para ningún X.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introducción a la Lógica y la Computación FaMAF, 28/10/2020 13 / 14



La estructura de PROP

(PROP,⊔,⊓,⊥,⊤,∼) es un álgebra de Boole.
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Fin de la Segunda Parte
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