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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = ze€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = ze€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Lema
(9 (P), C) es un subreticulado (distributivo) de (9 (P), C).
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.

Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y.
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Elementos V-irreducibles

Definicion
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y.

Irr(L) como subposet

Irr(L) hereda el orden de L, y luego podemos definir @ (Irr(L)).
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—%(Irr(L))
x—={aclrr(l):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—%(Irr(L))
x—={aclrr(l):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

La distributividad se usa s6lamente para ver que F' es sobreyectiva, o
equivalentemente: F(sup D) = D para todo D € 9 (Irr(L)).
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un
isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un

isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)).
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un

isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)). Fécil
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un

isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)). Fécil
m F y sup preservan el orden.

m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodo x € L.

M. Badano, H. Gramaglia, PST Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 18/09/2020



Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un

isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)). Fécil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodo x € L.

Igual que para algebras de Boole
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un
isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodo x € L.

Igual que para algebras de Boole
m D=F(supD)={a € Irr(B) : a <supD} paratodo D € % (Irr(B)).

=
=
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Si L un reticulado distributivo finito, F(x) := {a € Irr(L) : a < x} es un
isomorfismo entre (L, <)y (2 (Irr(L)),C) y su inversa es
sup : 9(Irr(L)) — L

Prueba del Teorema de Representacion.

m F(x):={yelrr(L):a < x} pertenece a @ (Irr(L)). Facil
m F y sup preservan el orden.
m x =supF(x) =sup{a € Irr(L) : a < x} paratodo x € L.
Igual que para algebras de Boole
m D=F(supD)={a € Irr(B) : a <supD} paratodo D € % (Irr(B)).
Vemos las dos inclusiones como antes

=
=
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,
aV(bNc)=(aVb)A(aVc);
m (P5E9) para todos a,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aANc
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m (P5E9) para todos a,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aANc

m niM;3 ni N5 se incrustan en L.
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m (P5E9) para todos a,b,c € L,
aVb=aVc
= b=cy
aANb=aANc

ni M3 ni Ns se incrustan en L.

|L| = |9 (Irr(L))| (ambos conjuntos tienen el mismo tamario).
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" para todo poset L.
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L?
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
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Productos directos de posets

Definicion

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXxM=MXxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LxM#MXxL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXxM=MXxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN (is0).
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LxM#MXxL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXxM=MXxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN (is0).
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2 x2,
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
perosi LxMX=M xL LXx(MxN)=

Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2 2x3,
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
perosi LxMX=M xL LXx(MxN)=

Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2 2x3 2"
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <y ) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
perosi LXxM=MXxL Lx(MxN)=(L ) XN (is0)
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2, 2x3 2"=9%p({l,...,n}) (P7E13a).
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién
El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como

universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (x1 AL X2, 1 Am y2)
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién

El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como
universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (x1 AL X2, 1 Am y2)

Ejercicio

El (P7E8b) Comprobar que esta definicién es coherente con la del producto
como posets.
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién

El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como
universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (x1 AL X2, 1 Am y2)

Ejercicio

El (P7E8b) Comprobar que esta definicién es coherente con la del producto
como posets.

B (*) Definir producto infinito o potencia infinita de estructuras.
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Suma de posets

Si tenemos productos. . . ,c6mo no vamos a tener sumas?
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ;cOmo no vamos a tener sumas?
Definicion
La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene

como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ,cémo no vamos a tener sumas?

Definicién

La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene
como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)

(Para estructuras algebraicas es mas dificil definir la suma directa).
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ,cémo no vamos a tener sumas?

Definicién

La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene
como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)

(Para estructuras algebraicas es mas dificil definir la suma directa).
La suma directa de posets corresponde a poner “uno al lado del otro”, sin
relacion entre ellos —de hecho, (<pan) = (<1) U (<uy).
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Caracterizacién de D,

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente

enLyDNMloesenM.
m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).
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Caracterizacion de D,

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente

enLyDNMloesenM.
m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).

Teorema
Para todo par de posets Ly M, (L ®M) =D (L) x D(M).
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Caracterizacion de D,

Ejercicios

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente
enLyDNMloesenM.

m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).

Teorema

Para todo par de posets Ly M, (L ®M) =D (L) x D(M).

Corolario (Caracterizacion de D,,)

Todo poset de divisores es un producto de cadenas (usa P7E4b).

=
e
=
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.

Ecuaciones vélidas en (9 (A), U, N)

Una ecuacién vale en las algebras de conjuntos finitas <= es consecuencia
de los axiomas de reticulos distributivos.
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

El Idempotencia: xUx=xNx=x.

A Conmutatividad: xUy=yUx xNy=yNux.

B Absorcion: xU@xNy)=x xNxUy)=nx.

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU (yUz) (xNy)Nz=xN(yNz).
B Distributividad: xU(yNz)=xUy)N(xUz).
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.

Ecuaciones vélidas en (9 (A), U, N)

Una ecuacién vale en las algebras de conjuntos finitas <= es consecuencia
de los axiomas de reticulos distributivos.
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.

Ecuaciones vélidas en (9 (A), U, N)

Una ecuacién vale en las algebras de conjuntos finitas <= es consecuencia
de los axiomas de reticulos distributivos.

Demostracion.

Supongamos por el absurdo que hay ecuacion e valida en todos los
(92 (A), U, N) finitos, pero falla en algun reticulo distributivo L.
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.

Ecuaciones vélidas en (9 (A), U, N)

Una ecuacién vale en las algebras de conjuntos finitas <= es consecuencia
de los axiomas de reticulos distributivos.

Demostracion.

Supongamos por el absurdo que hay ecuacion e valida en todos los
(92 (A), U, N) finitos, pero falla en algun reticulo distributivo L. Por finitud local,
falla en algun subreticulo finito Lo
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Teoria ecuacional de (% (A), U, N), A finito

Lema (Finitud local)

Sea L distributivo y F C L finito. Entonces hay un subreticulado finito Ly que
incluyeaF:F C Ly C L.

Ecuaciones vélidas en (9 (A), U, N)

Una ecuacién vale en las algebras de conjuntos finitas <= es consecuencia
de los axiomas de reticulos distributivos.

Demostracion.

Supongamos por el absurdo que hay ecuacion e valida en todos los

(92 (A), U, N) finitos, pero falla en algun reticulo distributivo L. Por finitud local,
falla en algun subreticulo finito Lo

Pero Ly se incrusta en (9 (Irr(Ly)), U, N), y como éste satisface ¢, Ly debe
satisfacerla. Absurdo. _
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Fin de la Primera Parte
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