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Parte 3: Lenguajes y Automatas

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 13/10/2021 3/27



Bibliografia

m Alejandro Tiraboschi y otros, Introduccion a la Légica. Parte lli:
Lenguajes y Autématas.

m J. Hopcroft, R. Motwani y J. Ullman, Introduction to Automata Theory,
Languages and Computation (2001; hay version en castellano).

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 13/10/2021



Contenidos estimados para hoy

El Lenguajes y Autbmatas
m Ejemplo de automata
m Definicion formal de lenguaje
m Definicion formal de autémata finito
m Lenguajes aceptados y regulares
m Caracterizando lenguajes aceptados
m Autématas finitos no deterministas

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 13/10/2021



Autdématas

Los autématas son un modelo matematico de dispositivos que computan.
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Autdématas

Los autématas son un modelo matematico de dispositivos que computan.
En una primera aproximacion tedrica, podemos clasificarlos de acuerdo a qué
tipo de memoria tienen.
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Autdématas

Los autématas son un modelo matematico de dispositivos que computan.
En una primera aproximacion tedrica, podemos clasificarlos de acuerdo a qué

tipo de memoria tienen.
Tipo de memoria

m Memoria s6lo para el programa (finita, “registros”).
m Memoria tipo pila.
m Memoria tipo RAM.
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Autdmatas

Los autématas son un modelo matematico de dispositivos que computan.
En una primera aproximacion tedrica, podemos clasificarlos de acuerdo a qué
tipo de memoria tienen.

Tipo de memoria
m Memoria s6lo para el programa (finita, “registros”).

m Memoria tipo pila.
m Memoria tipo RAM.

En los dos ultimos casos, se supone que no hay limites de recursos (pero se
usan solo finitos para cada computacion).
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Lenguajes

"«

Un lenguaje es una familia de strings (“cadenas”, “palabras”).
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Lenguajes

Un lenguaje es una familia de strings (“cadenas”, “palabras”).

3

¢ Por qué hablamos de lenguajes?

Un problema puede codificarse como un lenguaje.
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Lenguajes

3

Un lenguaje es una familia de strings (“cadenas”, “palabras”).
¢ Por qué hablamos de lenguajes?

Un problema puede codificarse como un lenguaje.
Ejemplo: Sea L, el conjunto de sucesiones de nimeros binarios que
representan primos (10 € L,, 101 € L,, 100 ¢ L,).
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Lenguajes

Un lenguaje es una familia de strings (“cadenas”, “palabras”).

¢ Por qué hablamos de lenguajes?

Un problema puede codificarse como un lenguaje.

Ejemplo: Sea L, el conjunto de sucesiones de nimeros binarios que
representan primos (10 € L,, 101 € L,, 100 ¢ L,).

Decidir si n es primo se reduce a comprobar si su representacion binaria esta
onoenlL,.
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Funciones representadas con lenguajes

Ejemplo

Computar f(x) :=x —f NaT"‘”/UeT
AI‘{M = 2_—_ — §©/4/ ‘”/5}/ :):’é{

[,=fodo, 1#1, 148, 242k, YH#CY ]
= f’f)’%ﬁ N3 e /U9Z§

3 usando un lenguaje.

ne Nal n = M{V._,it; Sevgl e 1
< Steig.
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Autématas finitos
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Ejemplo de automata

Diagrama de transicion

Estados Los “nodos” en el diagrama.

Transiciones Son las flechas, tienen un simbolo como
etiqueta.

Estado inicial Se indica por la flecha que no tiene origen.
Estados finales Se indican por un doble circulo.
Simbolos Inputs que conoce el autdmata.
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Ejemplo de automata

Traza o ejecucion

Dada una cadena, es la sucesion de estados por los que transita el automata
mientras la recorre, empezando con el estado inicial.

Aceptacion

Una palabra es aceptada si su traza concluye en algin estado final.
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Definicion formal de lenguaje

Alfabeto Conjunto finito no vacio, habitualmente usamos % para
referirnos a alfabetos. En el ejemplo anterior ¥ = {0, 1}.
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Definicion formal de lenguaje

Alfabeto Conjunto finito no vacio, habitualmente usamos % para
referirnos a alfabetos. En el ejemplo anterior ¥ = {0, 1}.

Cadena Sucesion finita de simbolos de X..
A la sucesioén de longitud O la denotamos con e.
Dado una cadena « y un simbolo x« es la cadena que tiene
como primer simbolo x y luego «.

&q/,-lovz&‘l/ah/m X! ST bob> oy
(x)a: czdhe
A b X
X ol
™ ) H o
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Definicion formal de lenguaje

Alfabeto Conjunto finito no vacio, habitualmente usamos % para
referirnos a alfabetos. En el ejemplo anterior ¥ = {0, 1}.

Cadena Sucesion finita de simbolos de X..
A la sucesioén de longitud O la denotamos con e.
Dado una cadena « y un simbolo x« es la cadena que tiene
como primer simbolo x y luego «.

Potencias de > Definimos por recursion en k € N.

30 = {e}
Y = {xala e ¥ xe X}
2 =Upen &

Si Y # @, ¥* es infinito.

ac X — |a| =k
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Lenguaje

Un lenguaje es un subconjunto de X*.
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Lenguaje

Un lenguaje es un subconjunto de >*.
Ejemplos

L, sucesiones binarias que representan nimeros primos.
Ly, cadenas ASCII que son programas de Python que compilan.
L; cadenas con una cantidad impar de unos.

L_ cadenas con igual cantidad de ceros que de unos.
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Lenguaje

Un lenguaje es un subconjunto de >*.

Ejemplos

L, sucesiones binarias que representan nimeros primos.
Ly, cadenas ASCII que son programas de Python que compilan.
L; cadenas con una cantidad impar de unos.

L_ cadenas con igual cantidad de ceros que de unos.

Casos especiales

() el lenguaje vacio. N
ELPvd

{€} ellenguaje “unidad”. iy
Y. considerado a los simbolos como cadenas.
>* todas las palabras del alfabeto X.

B

[— EE e pp——

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion

FaMAF, 13/10/2021 12/27



Mas vocabulario

Concatenacion pegar dos palabras del mismo alfabeto. Formalmente por
recursion en una de las palabras:

ef =0
(v)3 = x(0)

PIVIN BN
Subcadena « es subcadena de 3 si existen v y 7/ tales que 8 = yay'.
Prefijo « es prefijode 3 si 8 = av'.
Sufijo « es sufijo de 5 si 8 = ~va.
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Autématas finitos deterministas (DFA)

@D 4 O
— ;4)@/)

Un autémata finito determinista A consta de los siguientes componentes:
El Un conjunto finito de estados Q.
H Un alfabeto X.
HE Una funcién de transicion (que codifica las aristas de la representacién
gréafica) 0: QO x X — Q.
B Un estado inicial g € Q.
BE Un conjunto de estados finales F C Q.

Usaremos la notaciéon A = (Q, X, 4, qo, F) para indicar los componentes del
autémata A.
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Formalizando el autdmata anterior

Q ={pvl}
5 ={0,1} 0
q =p

F ={i}

E Rl Neo)
N o~ —

-3
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Lenguaje de un automata y lenguajes regulares

La funcion de transicion d puede ser extendida a 5t 0 x ¥* — Q para que
acepte palabras:

&
. —
5(617 6) =dq i s g
S(QJXO‘) = 5((5(6],)6), a) ﬁ‘ —9 ﬁ\

Sl

1

Ir. £i>r\—?f:*> r
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Lenguaje de un automata y lenguajes regulares

La funcion de transicion d puede ser extendida a 5t 0 x ¥* — Q para que
acepte palabras:

d(g,€) ==q d(q,€) ==

N

q
8(g,xcr) := 6(6(q,x), ) 6(g, Bx) = 8(3(q, ), x)
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Lenguaje de un automata y lenguajes regulares

La funcion de transicion d puede ser extendida a 5t 0 x ¥* — Q para que
acepte palabras:

~

0(g.€) i=q d(g,€) =g
d(g,xr) := 0(5(q,x), ) d(q, Bx) :=3(5(q, B),x)

El lenguaje del autémata A son las palabras que comenzando en el estado
inicial terminan (segun ¢) en uno final:

Ly = {a € %[ d(qo, ) € F}
,_.‘* o
 §eeZ?) 2reF 0]
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Lenguaje de un automata y lenguajes regulares

La funcién de transicion ¢ puede ser extendida a 5t 0 x ¥* — Q para que
acepte palabras:

~

0(g.€) i=q d(g,€) =g
d(g,xr) := 0(5(q,x), ) d(q, Bx) :=3(5(q, B),x)

El lenguaje del autémata A son las palabras que comenzando en el estado
inicial terminan (segun ¢) en uno final:

Ly = {a € ¥*|d(qo,) € F}

Dado un lenguaje cualquiera L, diremos que L es regular si existe un
autémata finito determinista A tal que L = L.
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Como caracterizar Ly

Definicion (Lenguaje de un estado)
Lyi={ae ima =g} = {<cZ™ g, —i—>7€1

Probamos o € L, siy s6lo si o cumple cierta propiedad, que esta
determinada por la informacion que representa cada estado.
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Como caracterizar Ly

Definicion (Lenguaje de un estado)
Ly :={a €% |(qo, a) = ¢}
Probamos o € L, siy s6lo si o cumple cierta propiedad, que esta

determinada por la informacion que representa cada estado.

Probamos simultdneamente todos los casos por induccién en el largo de la
palabra.
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Como caracterizar Ly

Definicion (Lenguaje de un estado

) [)O 4 O
Ly:={ac€ 2*|5(qo,oz) =q} — @C@

Probamos o € L, siy s6lo si o cumple cierta propiedad, que esta
determinada por la informacion que representa cada estado.

Probamos simultdneamente todos los casos por induccién en el largo de la
palabra.
Volviendo al ejemplo

a € L, <= «tiene una cantidad par de unos. K/i co Pz./
a € L; < «tiene una cantidad impar de unos. .
/06/1 o |mfr
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Como caracterizar Ly

Definicion (Lenguaje de un estado)
Ly :={a €% |(qo, a) = ¢}

Probamos o € L, siy s6lo si o cumple cierta propiedad, que esta
determinada por la informacion que representa cada estado.

Probamos simultdneamente todos los casos por induccién en el largo de la
palabra.

Volviendo al ejemplo

a € L, <= «tiene una cantidad par de unos. 4/ te
o SNTICE
o € L; <= o tiene una cantidad impar de uno”  ~e L S:;,L,
N
La caracterizacion del lenguaje del automata se deduce de la caracterizacion
de los estados finales. 7 5
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—~ . .
q- a € L, <= «atiene una cantidad par de unos <= |a|; es par.
B o € L; <= «tiene una cantidad impar de unos <= |«/; es impar.

P/U_;@_;?f pe 'M,L)wé/\"w\ ol /5/450

%; 6!: T i_lé Lﬂ” = 16)1_?;/0»

¢ cl, &= le) s '/

1

= = ”éi@oo
B = oA Cf_%_s) X =0 S x=1 R g;a;i\/*)f
, S <0 e e S(fo,x0)=

@~ peL»}oC /1°< CZ,;ﬂ (/\/ r

S(120) = § (5=, 9P )= P& S =)= p

> telpes |ofopr & KON
‘ o e | 585300
q:il/l,z Wf 2/3 [(s-l'\ ) 70{ W ) /ﬂ /4\/é P 5‘.,?1,“‘». EmEE ANOS

.
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Equivalencia de Autdmatas

Definicion

Dos autdmatas A, A’ son equivalentes si Ly = L.
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Equivalencia de Autdmatas

Definicién
D 5m A, A’ son ivalen i Ly = Ly

os automatas A, A’ son equivalentes si Ly A/ DFA
A continuacion veremos otra clase de autdmatas tales que todo es

equivalente a uno de nuestra clase (y viceversa).
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Autématas finitos no deterministas (NFA)

Los autématas no deterministas son mas permisivos que los DFA: permite
que para estado haya cero, una o mas transiciones por cada simbolo.
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Autématas finitos no deterministas (NFA)

Los autématas no deterministas son mas permisivos que los DFA: permite
que para estado haya cero, una o mas transiciones por cada simbolo.

Dada una palabra, puede haber mas de un camino desde el estado inicial. Por
ello, cambiamos la condicién de aceptacion.
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Autématas finitos no deterministas (NFA)

Los autématas no deterministas son mas permisivos que los DFA: permite
que para estado haya cero, una o mas transiciones por cada simbolo.

Dada una palabra, puede haber mas de un camino desde el estado inicial. Por
ello, cambiamos la condicién de aceptacion.

Una palabra es aceptada por un NFA si existe un camino que la consume y
termina en un estado final.
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Ejemplo: palabras que empiezan con 01

Determinista No determinista
—(a)—(a) —(m)——(a)
(@]
1 9 1 1
0,1 0,1 0,1
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Formalizando NFA

Un autémata finito no determinista A consta de los siguientes
componentes:

El Un conjunto finito de estados Q.

H Un alfabeto X.

B Una funcién de transicién 6: Q x ¥ — % (Q).
A Un estado inicial g € Q.

BH Un conjunto de estados finales F C Q.
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Formalizando NFA

Un autémata finito no determinista A consta de los siguientes
componentes:

El Un conjunto finito de estados Q.

H Un alfabeto X.

HE Una funcién de transicién §: Q x ¥ — 9% (0).
A Un estado inicial g € Q.

BH Un conjunto de estados finales F C Q.

El Unico cambio esta en la funcién de transicion.
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Ejemplo de NFA (1/2)
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Aceptacion para NFA

Ahora §(p, x) es un conjunto: no se puede usar la composicion de funciones

directamente. 5:0xX T = P(0) &( /Ej
(g, €) == {q} [/
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Aceptacion para NFA

Ahora §(p, x) es un conjunto: no se puede usar la composicion de funciones

directamente. . B
0: O x X" = 2(0)

d(g,€) == {q}
d(g.xa):= ) (g’ a)
q'€6(qx)

Definicién
El lenguaje del automata A son las palabras que comenzando en el estado
inicial terminan (segun ) en uno final:

Ly :={a € 2" (g0, ) N F # 0}.

o \ =
LA - ?"(ez \dveF - Fo = fl

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 13/10/2021



Ejemplo de NFA (2/2)
A £O° ;
—G @) F= e
R o = p.
LA: idéix (3 e ?é§ ‘f{

= 3&65’%}% / p = ffi

(o) =0&

L= fo 1f

e ¢ Ly
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