Introduccion a la Logica y la Computacion

Mariana Badano Héctor Gramaglia
Pedro Sanchez Terraf Mauricio Tellechea
Guido Ivetta César Vallero

FaMAF, 25 de agosto de 2021




Contenidos estimados para hoy

El Conjuntos parcialmente ordenados
m Isomorfismo de posets
m Supremos e infimos

H Posets Reticulados
m Ejemplos
m Isomorfismos preservan estructura
m Dualidad
m Propiedades fundamentales del supremo e infimo

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 25/08/2021



Isomorfismo de posets

Sean (P, <), (Q, <) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.
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Isomorfismo de posets

Sean (P, <), (Q, <) dos posets, y sea f : P — Q una funcion
Definicién
f es un isomorfismo (“is0”) si

m f es biyectivay

m paratodo x,y € P, se cumple que

x<y = f0) <fO)
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Isomorfismo de posets

Sean (P, <), (Q, <) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.
Definicién
f es un isomorfismo (“is0”) si

m f es biyectivay

m paratodo x,y € P, se cumple que

x<y = f0) <fO)

Decimos entonces que (P, <)y (Q, <’) son isomorfos y escribimos

(P, <) = (2, <.
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Isomorfismo de posets

Sean (P, <), (Q, <) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.
Definicién
f es un isomorfismo (“is0”) si

m f es biyectivay

m paratodo x,y € P, se cumple que

x<y = f0) <fO)

Decimos entonces que (P, <)y (Q, <’) son isomorfos y escribimos

(P, <) = (2, <.

Isomorfismo es una nocién simétrica
f:(P,<) = (0,<)iso = f1:(0,<) — (P, <) iso.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 25/08/2021



Isomorfismo de posets

Sean (P, <), (Q, <) dos posets, y sea f : P — Q una funcion.
Definicién
f es un isomorfismo (“is0”) si

m f es biyectivay

m paratodo x,y € P, se cumple que

x<y = f0) <fO)

Decimos entonces que (P, <)y (Q, <’) son isomorfos y escribimos

(P, <) = (2, <.

Isomorfismo es una nocion simétrica
f:(P,<) = (Q,<)iso = f1:(0,<') = (P,<)iso.  +— iEjercicio!
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Supremos e infimos

Sea (P, <) un poset, seaS C Pyseanu,l,s,i € P.
Definicién
El u € P se dice cota superiorde § <— VxS, x<u.
u esta “encima” de S.
B [ € P se dice cotainferiorde § <— Vxc S, [<x.
[ esta “debajo” de S.
E s € P se dice supremo de S si s es una cota superior de S'y
Vb € P, b es cota superiorbde § = s < b.
Escribimos “s = sup §”. Es la menor cota superior.
A i € P se dice infimo de S si i es una cota inferior de S'y

Vb € P, bescotainferiorbde S — b < i.
Escribimos “i = inf S”. Es la mayor cota inferior.
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo

16 12
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo
Especialmente: el caso de S con (a lo

sumo) dos elementos.
16 12
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo
Especialmente: el caso de S con (a lo

sumo) dos elementos.
16 12

sup{4,6} =12 inf{4,6} =2
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo
Especialmente: el caso de S con (a lo

sumo) dos elementos.
16 12

sup{4,6} =12 inf{4,6} =2
4V 6
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Supremos e infimos

Definicién
El u € P se dice cota superiorde S < VxS, x<u.
A ! € P sedice cotainferiorde S <— Vxe§, [<ux.

E El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).
A Elinfimo inf S es la mayor cota inferior de S en P (si existe).

Ejemplo
Especialmente: el caso de S con (a lo

sumo) dos elementos.
16 12

sup{4,6} =12 inf{4,6} =2
4V 6 4N6
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Posets Reticulados

Definicion

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.
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Posets Reticulados

Definicion

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.

Notacion: aV b :=sup{a,b} aAb:=inf{a,b}
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Posets Reticulados

Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.

Notacion: aV b :=sup{a,b} aAb:=inf{a,b}

Ejemplo

B (R <) (N,),(Z).

B (N|).

B (9 (A), C) para cada conjunto A.
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Posets Reticulados

Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.

Notacion: aV b :=sup{a,b} aAb:=inf{a,b}

Ejemplo

0 R <), (N,<),(Z,<). jTotales!

B (N|).

B (9 (A), C) para cada conjunto A.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 25/08/2021



Posets Reticulados

Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.

Notacion: aV b :=sup{a,b} aAb:=inf{a,b}
Ejemplo

0 R <), (N,<),(Z,<). jTotales! 16
A (N,|). — jOjo con los subposets!

B (9 (A), C) para cada conjunto A. 4

12
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Posets Reticulados

Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a,b} e
inf{a, b}.

Notacion: aV b :=sup{a,b} aAb:=inf{a,b}
Ejemplo

0 R <), (N,<),(Z,<). jTotales! 16
A (N,|). — jOjo con los subposets!

B (9 (A), C) para cada conjunto A. 4

1.2
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Ejemplos de posets reticulados

Ejemplo (Conjunto de divisores de n)
D, :={keN:k|n}.
(D, |) tiene primer elemento 1 y ultimo elemento 7.
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Ejemplos de posets reticulados

Ejemplo (Conjunto de divisores de n)
D, :={keN:k|n}.
(D, |) tiene primer elemento 1 y ultimo elemento 7.

xVy=mem(x,y) xAy=mcd(x,y).
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Ejemplos de posets reticulados

Ejemplo (Conjunto de divisores de n)
D, :={keN:k|n}.
(D, |) tiene primer elemento 1 y ultimo elemento 7.

xVy=mem(x,y) xAy=mcd(x,y).
Ejemplo (Partes de un conjunto)

gp(A)={X: X CA}.
(92 (A), Q) tiene primer elemento @ y Ultimo elemento A.

XVY=XUY XANY=XnNY.
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Encuestra nuestra de cada dia

Repetimos las definiciones:

u € P se dice cota superiorde § «<— Vx eSS, x<u.
El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a, b} e
inf{a,b}.
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Encuestra nuestra de cada dia

Repetimos las definiciones:

u € P se dice cota superiorde § «<— Vx eSS, x<u.

El supremo sup S es la menor cota superior de S en P (si existe).

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen sup{a, b} e
inf{a,b}.

P:=([0,1)U[2,3),<)
Consideremos el conjunto [0, 1) U[2,3) ={x e R: 0<x <162 <x <3}
con el orden heredado de R.

El :Es P un poset reticulado?

A Existe sup[2,3)?

B i;sup[0,1) =17

A ;sup[0,1) =27
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,
x<y <= fx) < f().
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,
x<y <= fx) < f().

Proposicion
Seanu € Py S C P. Entonces
u es cota superior de S <= f(u) es cota superior def(S) := {f(x) : x € S}.
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,
x<y <= fx) < f().

Proposicion
Seanu € Py S C P. Entonces

u es cota superior de S <= f(u) es cota superior def(S) := {f(x) : x € S}.

Demostracion.
(=) Pizarra.
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,
x<y <= fx) < f().

Proposicion

Seanu € Py S C P. Entonces
u es cota superior de S <= f(u) es cota superior def(S) := {f(x) : x € S}.

Demostracion.

(=) Pizarra.
(«<=) Por simetria (porque f~! es iso).
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,
x<y <= fx) < f().

Proposicion
Seanu € Py S C P. Entonces

u es cota superior de S <= f(u) es cota superior def(S) := {f(x) : x € S}.

Demostracion.

(=) Pizarra.
(«<=) Por simetria (porque f~! es iso).

Luego,

m S tiene cota superior en P < f(S) tiene cota superior en Q.

=
=
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Isomorfismos preservan la estructura

f:(P,<) — (Q,<’) isomorfismo si es biyectiva y para todo x,y € P,

x<y = fx) < f)

Proposicion

Seanu € Py S C P. Entonces

u es cota superior de S <= f(u) es cota superior def(S) := {f(x) : x € S}.

Demostracion.

(=) Pizarra.

(«<=) Por simetria (porque f~! es iso).
Luego,

m S tiene cota superior en P < f(S) tiene cota superior en Q.
m S tiene maximo <= f(S) tiene maximo.

=
=
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Isomorfismos de posets preservan sup e inf

Lema

Sean (P,<) y (Q,<') posets. Seaf : P — Q un isomorfismo y supongamos
queS C P.

El Sedaque:
existe sup S <= existe sup f(S)

y en el caso de que existan, se tiene que

f(supS) = sup f(S).
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Isomorfismos de posets preservan sup e inf

Lema

Sean (P,<) y (Q,<') posets. Seaf : P — Q un isomorfismo y supongamos
queS C P.

El Sedaque:
existe sup S <= existe sup f(S)

y en el caso de que existan, se tiene que
f(supS) = sup f(S).

B Dualmente,
existe inf § <= existe inf f(S)

y en el caso de que existan, se tiene que

f(inf S) = inf £(S).
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Dualidad

ues cotasuperiorde S <— vVxeS, x<u.

=
e
=
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Dualidad

u es cota superiorde S <— VxS, x<u

¢, Si damos vuelta el orden?

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 25/08/2021 11/13



Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
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Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
En la definicion de que s € L es supremo de S C L:

s es una cota superior de Sy Vb € L, b es cota superior bde § —
s < b.
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Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
En la definicion de que s € L es supremo de S C L:

s es una cota superior de Sy Vb € L, b es cota superior bde § —
s < b.

Damos vuelta,
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Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
En la definicion de que s € L es supremo de S C L:

s es una cota superiorde Sy Vb € L, b es cota superior bde § —
s <b.

Damos vuelta,
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Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
En la definicion de que s € L es supremo de S C L:

s es una cota inferior de Sy Vb € L, b es cota inferior bde S —
s> b.

Damos vuelta, y queda el infimo.
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Dualidad

uescota inferior deS <— VxeS§, x>u

¢, Si damos vuelta el orden? Obtenemos cota inferior.
En la definicion de que s € L es supremo de S C L:

s es una cota inferior de Sy Vb € L, b es cota inferior bde S —
s> b.

Damos vuelta, y queda el infimo.

Dualidad para posets reticulados

Toda propiedad valida para todos los reticulados también vale al intercambiar
< con >, “superior” con “inferior”, sup con inf, méax con min, ...

Fo:

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea

Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 25/08/2021 11/13



¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?

Lema
Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?

Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
BxVy<u <= x<u&y<u.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?
Lema
Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.

mx<xVy y<xVy.

BxVy<u <= x<u&y<u.
Dualmente,

BExAy<x, xAy<y.
BI<xANy <= I<x &I<y.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?

Lema
Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
mBxVy<u <— x<u & y<u
Dualmente,
BxAy<x, xAy<y.
BI<xANy <= I<x &I<y.

Demostracion.

Pizarra.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?
Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.

BxVy<u < x<u & y<u
Dualmente,

BxAy<x, xAy<y.
BI<xANy <= I<x &I<y.

Demostracion.

Pizarra.

(En todo poset,
msupX <u < WxeX, x<u;

B/ <infX < VxeX, [<x,
si existen).
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?

Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
x<xVy, y<xVy. XNy <x, xAy<y.
xVy<u < x<u & y<u. I<xNy < I<x & I<y.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?
Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
x<xVy, y<xVy.
xVy<u < x<u & y<u.

xAYy<x, xAy<y.
Aplicaciones
m Leyes de compatibilidad o monotonia:

x<zey<w implican xVy<zVw, xAy<zAw.
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¢, Cémo demostrar propiedades de supremo e infimo?
Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
x<xVy, y<xVy.

xAYy<x, xAy<y.
xVy<u < x<u & y<u.

I<xNy < I<x & l<y.
Aplicaciones
m Leyes de compatibilidad o monotonia:
x<zey<w implican xVy<zVw, xAy<zAw.

m Desigualdades distributivas:
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