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Contenidos estimados para hoy

El Repaso: Posets Reticulados y Dualidad

H Reticulos
m Equivalencia con posets reticulados
m Subret{icul,iculad}os
m Isomorfismo de reticulos

E Clases particulares de reticulados
m Reticulados acotados y complementados
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Repaso: Posets Reticulados y Dualidad
Definicion

(L, <) es un poset reticulado si para todo a,b € L existen
aVb:=sup{a,b}yab:=inf{a,b}.
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Repaso: Posets Reticulados y Dualidad
Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a,b € L existen
aVb:=sup{a,b}yaAb:=inf{a,b}.

Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
BxVy<u <— x<u & y<u
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Repaso: Posets Reticulados y Dualidad
Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen
aVb:=sup{a,b}yab:=inf{a,b}.

Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
BxVy<u <= x<u&y<u

Dualidad para posets reticulados

Toda propiedad valida para todos los reticulados también vale al intercambiar
< con >, “superior” con “inferior”, sup con inf, max con min, ...
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Repaso: Posets Reticulados y Dualidad
Definicién

(L, <) es un poset reticulado si para todo a, b € L existen
aVb:=sup{a,b}yab:=inf{a,b}.

Lema

Sea (L, <) poset reticulado, y elementos x,y,u,l € L.
mx<xVy y<xVy.
BxVy<u <= x<u&y<u

Dualidad para posets reticulados

Toda propiedad valida para todos los reticulados también vale al intercambiar
< con >, “superior” con “inferior”, sup con inf, max con min, ...

mxAy<x, xAy<y.
BI<xANy <= I<x &I<y.
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Propiedades fundamentales del supremo e infimo

El leyes de idempotencia:
XVx=xANx=x
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Propiedades fundamentales del supremo e infimo

El leyes de idempotencia:
XVx=xANx=x

B leyes conmutativas:

xVy=yVux, XANy=YyAx
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Propiedades fundamentales del supremo e infimo

El leyes de idempotencia:
XVx=xANx=x

B leyes conmutativas:

xVy=yVux, XANy=YyAx

H leyes de absorcion:

xV(xAy)=x, XA (xVy)=x
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Propiedades fundamentales del supremo e infimo

El leyes de idempotencia:
XVx=xANx=x

B leyes conmutativas:
xVy=yVx, XANY=yAx
H leyes de absorcion:
xV(xAy)=nx, XA (xVy)=x
A leyes asociativas:

(xVy)Vz=xV(yVz), xAYANz=xA(yA2)
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Reticulos

Definicién
Un reticulo (L, L, M) consta de un conjunto L y dos operaciones (binarias)
U:LxL—Lyn:LxL— Lquecumplen:

El |dempotencia: xUx=xMNx=ux.

A Conmutatividad: xUy=yUx xMNy=yMNux.

H Absorcion: xU(xNy)=x xMN(xUy)=x.

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMNy)MNz=xM(yMz).
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Reticulos

Definicién
Un reticulo (L, L, M) consta de un conjunto L y dos operaciones (binarias)
U:LxL—Lyn:LxL— Lquecumplen:

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
A Conmutatividad: xUy=yUx xMNy=yMNux.
H Absorcion: xU(xNy)=x xMN(xUy)=x.

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMOy)MNz=xM(yMNz).

Ejemplo (Posets reticulados = Reticulos)
Si (L, <) es un poset reticulado, entonces (L, V, A\) es un reticulo.
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Reticulos

Definicién
Un reticulo (L, L, M) consta de un conjunto L y dos operaciones (binarias)
U:LxL—Lyn:LxL— Lquecumplen:

El |dempotencia: xUx=xMNx=ux.

A Conmutatividad: xUy=yUx xMNy=yMNux.

H Absorcion: xU(xNy)=x xMN(xUy)=x.

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMNy)MNz=xM(yMz).

Ejemplo (Posets reticulados = Reticulos)
Si (L, <) es un poset reticulado, entonces (L, V, A\) es un reticulo.
De hecho, este es el Unico ejemplo.
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUx xMNy=yMax.
H Absorcién: xU@MNy)=x xMNxUy) =ux

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUx xMNy=yMax.
H Absorcién: xU@MNy)=x xMNxUy) =ux

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Mz=xM(yMNz)
Teorema

Sea (L, U, M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x,y}
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

por [dempotencia.
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.

por Asociatividad:

y<z

——
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.

por Asociatividad:

y<z

——
z=yUz=(xUy)Uz=
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.

por Asociatividad:

y<z
/_/%
z=yUz=(@xUy)Uz=xU(yUz) =
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.

por Asociatividad:

=<z
——
z=yUz=(xUy)Uz=xU(yUz)=xUz
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

< reflexiva | por Idempotencia.
x<y y<x

’ < antisimétrica ‘ por Conmutatividad: y =xUy =yl x = x.

por Asociatividad:

y<z

——
z=yUz=(xUy)Uz=xU(yUz)=xUz = x <z
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

‘x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 27/08/2021

a0

6/13



Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.
Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
(xUy)Uu=
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(ylUz) (xNy)MNz=xM(yMNz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

‘x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
(xUy)Uu=xU(yUu) =
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.
Es la menor: supongamos x lu =uyylu =u.Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(Uu) =xUu=
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.
Es la menor: supongamos x Llu = uyyUu=u.Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu) =xUu=u = xUy<u
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u
’x[‘ly:inf{x,y}‘
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

A Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).

Teorema

Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u

]x My = nf{x,y} \ iDualidad! Basta ver que x >y <= xIy=y:
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u

’x My = inf{x,y} ‘ ijDualidad! Bastaverquex >y <= x[y=y:
(=)xNy=
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<—= x|y =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u

’x My = inf{x, y} ‘ iDualidad! Bastaverque x >y <= x[y=y:
(=)xNy=(xUy)Ny=
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x  xMxUy)=ux

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u

’x My = inf{x, y} ‘ ijDualidad! Bastaverquex >y <= x[y=y:
(=)xNy=(xUy)Ny=y.
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Posets Reticulados y Reticulos

El Idempotencia: xUx=xMNx=ux.
B Conmutatividad: xUy=yUux xMNy=yMax.
B Absorcion: xUxMNy)=x xMNxUy)=nx

[ Asociatividad: (xUy)Uz=xU(yUz) (xMy)Nz=xM(yMz).
Teorema
Sea (L,J,M) un reticulo. Entonces, x <y :<= xlly =y esun orden
parcial sobre L tal que x L'y = sup{x,y} yx My = inf{x, y}

Demostracion.

’x Uy = sup{x,y} ‘ Es cota superior: ejercicio.

Es la menor: supongamos x lu =uyyUu =u. Vemosx Uy < u:
xUy)Uu=xU(yUu)=xUu=u = xUy<u

]x My = nf{x,y} \ iDualidad! Basta ver que x >y <= xIy=y:
(=)xMNy=(xUy)Ny=y.

(<)xUy=xU(xNy) =x.

a0
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Posets reticulados = reticulos

De ahora en mas, la palabra reticulado (a secas) se referira tanto a un poset
reticulado como al reticulo asociado, y denotaremos las operaciones de este
ultimo simplemente con V y A.
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Posets reticulados = reticulos

De ahora en mas, la palabra reticulado (a secas) se referira tanto a un poset
reticulado como al reticulo asociado, y denotaremos las operaciones de este
ultimo simplemente con V y A.

Usaremos los términos especificos si queremos dar énfasis a alguno de los
aspectos (relacional o algebraico, respectivamente).
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Posets reticulados = reticulos

De ahora en mas, la palabra reticulado (a secas) se referira tanto a un poset
reticulado como al reticulo asociado, y denotaremos las operaciones de este
ultimo simplemente con V y A.

Usaremos los términos especificos si queremos dar énfasis a alguno de los
aspectos (relacional o algebraico, respectivamente).

Seguiremos un momento con el aspecto algebraico de los reticulados.
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo

El Todos los 6rdenes totales.
A (N,]).
H (92 (A), C) para cada conjunto A.
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo

El Todos los 6rdenes totales.
B (N, |). Subposets no preservan V ni A
B (2 (A), C) para cada conjunto A. 4
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo

El Todos los 6rdenes totales.
B (N, |). Subposets no preservan V ni A
B (2 (A), C) para cada conjunto A. 4

2

Otro ejemplo similar es el reticulado P := ([0, 1) U [2,3), <) de la clase
pasada:
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo
El Todos los 6rdenes totales.

B (N, |). Subposets no preservan V ni A
B (2 (A), C) para cada conjunto A. 4

2

Otro ejemplo similar es el reticulado P := ([0, 1) U [2,3), <) de la clase
pasada:
sup[0,1) = 1 # 2 = sup”[0, 1).
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +):
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subélgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién

Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A.
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién
Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A.

Y decimos que (S, V, A) es un subreticulado 6 subreticulo de (L, V, A\).
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién
Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A. | jrestricciones!

Y decimos que (S, V, /\) es un subreticulado 6 subreticulo de (L, V, A\).
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién
Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A.

Y decimos que (S, V, A) es un subreticulado 6 subreticulo de (L, V, A\).
También escribimos “(S, <) es subreticulado de (L, <)".
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Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién
Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A.

Y decimos que (S, V, A) es un subreticulado 6 subreticulo de (L, V, A\).
También escribimos “(S, <) es subreticulado de (L, <)".

Ejemplo
m (D,,|) es subreticulado de (N, |).

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 27/08/2021 9/13



Subreticulados

Estructuras algebraicas conocidas

(N, +) es una “subalgebra” de (R, +): la suma de dos nimeros naturales me
da natural.

Definicién
Sea (L, V, A) un reticulo. S C L es un subuniverso de (L, V, A) si es cerrado
por las operaciones V y A.

Y decimos que (S, V, A) es un subreticulado 6 subreticulo de (L, V, A\).
También escribimos “(S, <) es subreticulado de (L, <)".

Ejemplo
m (D,,|) es subreticulado de (N, |).
m ([0,1)U[2,3), <) es subreticulado de (R, <).
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Isomorfismo de reticulos

También hay nocién de isomorfismo para estructuras algebraicas.
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Isomorfismo de reticulos

También hay nocién de isomorfismo para estructuras algebraicas.
Definicién

Un isomorfismo de reticulos f : (L, V,A) — (L', V', \") es una funcién
biyectiva f : L — L’ tal que para todos x,y € L,

favy)=f) V) y  flany) =f) AN f).
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Isomorfismo de reticulos

También hay nocién de isomorfismo para estructuras algebraicas.
Definicion

Un isomorfismo de reticulos f : (L, V,A) — (L', V', \") es una funcién
biyectiva f : L — L’ tal que para todos x,y € L,

favy)=f) V) y  flany) =f) AN f).

Pero en el contexto de los reticulados, esta nocién no es nueva.
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Isomorfismo de reticulos

También hay nocién de isomorfismo para estructuras algebraicas.
Definicion
Un isomorfismo de reticulos f : (L, V,A) — (L', V', \") es una funcién
biyectiva f : L — L’ tal que para todos x,y € L,

favy)=f@)VIy) vy fany) =) NFE).

Pero en el contexto de los reticulados, esta nocién no es nueva.
Teorema

LV, N) = (L V' N)esiso <= f:(L,<)— (L', <) esiso.
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Isomorfismo de reticulos

También hay nocién de isomorfismo para estructuras algebraicas.
Definicion
Un isomorfismo de reticulos f : (L,V,A) — (L', V', \") es una funcién
biyectiva f : L — L’ tal que para todos x,y € L,

favy)=f@)VIy) vy fany) =) NFE).

Pero en el contexto de los reticulados, esta nocién no es nueva.
Teorema
LV, N) = (L V' N)esiso <= f:(L,<)— (L', <) esiso.

Demostracion.

El orden y las operaciones son interdefinibles.
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo
El Todos los 6rdenes totales.

A (N,]).
B (2 (A), C) para cada conjunto A. 4

2

Otro ejemplo similar es el reticulado P := ([0, 1) U [2,3), <) de la clase
pasada:
sup[0,1) = 1 # 2 = sup”[0, 1).
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Los ejemplos canénicos

Ejemplo
El Todos los 6rdenes totales.

A (N|).
B (2 (A), C) para cada conjunto A. 4

2

Otro ejemplo similar es el reticulado P := ([0, 1) U [2,3), <) de la clase
pasada:
sup[0,1) = 1 # 2 = sup”[0, 1).
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Algunas propiedades de % (A)

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)

m Tiene primer elemento & y ultimo elemento A.
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Algunas propiedades de % (A)

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)

m Tiene primer elemento & y Ultimo elemento A.
m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que

XUY=A XNY=a.
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Algunas propiedades de % (A)

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)

m Tiene primer elemento & y ultimo elemento A.
m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que

XUY=A XNY =g.
m Las operaciones distribuyen:

Xunz)=XuYy)Nn(Xuz)
XNYUuzZ)=XnNYy)J(xXnz).
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Algunas propiedades de % (A)

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)

m Tiene primer elemento & y ultimo elemento A.
m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que

XUY=A XNY =g.
m Las operaciones distribuyen:
XUunzZ)=Xuy)n(Xuz)

XNYUuzZ)=XnNYy)J(xXnz).

Definimos estas propiedades para reticulados en general.
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Reticulados acotados y complementados

Definicion

m L es acotado si tiene primer elemento 0 y tltimo elemento 1-.
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Reticulados acotados y complementados

Definicion
m L es acotado si tiene primer elemento 0 y tltimo elemento 1-.
m Sea L acotado y sean a,b € L. b es un complemento de a si

avb=1F anb=0"
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Reticulados acotados y complementados

Definicion
m L es acotado si tiene primer elemento 0 y tltimo elemento 1-.
m Sea L acotado y sean a,b € L. b es un complemento de a si

avb=1F anb=0"

L es complementado si todo elemento tiene complemento.
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Reticulados acotados y complementados

Definicion
m L es acotado si tiene primer elemento 0 y tltimo elemento 1-.
m Sea L acotado y sean a,b € L. b es un complemento de a si

avb=1F anb=0"

L es complementado si todo elemento tiene complemento.

Actividad

Encontrar los menores n > 1 tales que

E (D,,|) es complementado.
A (D,,|) no lo es pero hay méas de 2 elementos con complemento.

B (D,,|) tiene al menos 5 elementos y sélo tiene dos elementos con
complemento.

&0z
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