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Contenidos estimados para hoy

El Deduccion natural
m Definicion inductiva de %
m Induccién y recursién en derivaciones
m Relacion de deduccién y teoremas

H Correccion y completitud de la l6gica proposicional
m Relacién entre verdad y demostrabilidad
m Teorema de correccion
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El conjunto % de las derivaciones

D

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.
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El conjunto % de las derivaciones

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.

9 es el menor conjunto de arboles decorados con proposiciones con pares
(proposicion, regla) y con una raiz distinguida tales que:
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El conjunto % de las derivaciones

e (¢, H)

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.

9 es el menor conjunto de arboles decorados con proposiciones con pares
(proposicion, regla) y con una raiz distinguida tales que:

m Un arbol de un sélo nodo ¢ € PROP pertenece a 9.
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El conjunto % de las derivaciones

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.

9 es el menor conjunto de arboles decorados con proposiciones con pares
(proposicion, regla) y con una raiz distinguida tales que:

m Un arbol de un sélo nodo ¢ € PROP pertenece a 9.

m Dicgy Prcg
¥ cp'
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El conjunto % de las derivaciones

Definimos el conjunto de las derivaciones de manera recursiva.

9 es el menor conjunto de arboles decorados con proposiciones con pares
(proposicion, regla) y con una raiz distinguida tales que:

m Un arbol de un sélo nodo ¢ € PROP pertenece a 9.

. ‘D, D2
; -D L
m Dicgy PPcg = D= € 9.
p o' — N |
pAp N :

| : ((( ) ) (w /) N )

P C A \'(/(pn;
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El conjunto % de las derivaciones

AP
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El conjunto % de las derivaciones

-D
oAy NE — NE
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El conjunto % de las derivaciones
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El conjunto % de las derivaciones

D i W
m Yle9, D,eD y D3€ED =
VY % X
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El conjunto % de las derivaciones

D i W
m Yle9, D,eD y D3eED =
oV X %

_ ] [4]

Dy - D, "D
eV X X
VE
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El conjunto % de las derivaciones

m (VI)y (L) soncomo (AE)
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El conjunto % de las derivaciones

m (VI)y (L) soncomo (AE)
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El conjunto % de las derivaciones

m (VI)y (L) soncomo (AE)

D D
e A¢ 2

AE /\/I

o' eV

m (— E) es como (Al).

D, D2 - Dy .DZ
e ¢ o e

eNp (0
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El conjunto % de las derivaciones

m (VI)y (L) soncomo (AE)

D D
e A¢ 2

AE /\/I

o' eV

m (— E) es como (Al).

' Dy - Dy "Dy =Dy
e ¢ o e

eNp (0

m (RAA) es como (— I).
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Recursion en derivaciones: Hip

Al igual que con PROP, se puede hacer induccién y recursion en 9.
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Recursion en derivaciones: Hip

Al igual que con PROP, se puede hacer induccién y recursion en 9.

Definimos recursivamente el conjunto de las hipdtesis no canceladas
Hip(D) de una derivacién D.
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Recursion en derivaciones: Hip

Al igual que con PROP, se puede hacer induccién y recursion en 9.

Definimos recursivamente el conjunto de las hipdtesis no canceladas
Hip(D) de una derivacién D.

Si € PROP, Hip(p) = {¢}. e (o) € 7
l’“//( = ):flp?
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Recursion en derivaciones: Hip

Al igual que con PROP, se puede hacer induccién y recursion en 9.

Definimos recursivamente el conjunto de las hipdtesis no canceladas
Hip(D) de una derivacioén D.

Si € PROP, Hip(p) = {¢}. V’*‘P
, A 3

- ‘ [ (D
Hip o ¢ = Hip <D> U Hip ’
— N 2 ©

oAy
1

(4, yor, 0 3= Fy yrgd U (g
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Recursion en derivaciones: Hip
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Recursion en derivaciones: Hip
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Recursion en derivaciones: Hip

VE

Hip(Dy) U (Hip(D2) ~ {}) U (Hip(D3) ~ {1}).
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Recursion en derivaciones: Hip

Son como (AE)
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Recursion en derivaciones: Hip

Son como (AE) —  Hip se define igual.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 29/09/2021 10/16



Recursion en derivaciones: Hip

Son como (AE) —  Hip se define igual.

-D )
pAy P
AE 2
o' eV
Es como (AT).
‘p, D2 'p, D
e ¢ ¢ o=
— AN —
AP (0
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Recursion en derivaciones: Hip

Son como (AE) —  Hip se define igual.
2y Vi . )
I L )
L A ? 1Y

8% o' Ve :
Es como (AI). ¢
. . L
'p, D2 ‘D, - D, : TQAA
) . )
_>
AR A 4 (G Lk
oA 0 ﬂ K
| g 7
[RAA| Es como (— 1. th) <\L/QAR>CHW< 3\ 70
¢ B[ EiRS
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicién
m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y
Concl(D) = .
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.

Definicién
m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y
Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicion

m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y

Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
Ejemplo

R v TRy

m Tertium non datur o tercero excluido: - ¢ V —.
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicion

m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y

Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
Ejemplo

m Tertium non datur o tercero excluido: - ¢ V —.
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicion

m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y

Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
Ejemplo

m Tertium non datur o tercero excluido: - ¢ V —.
m {0 = @
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicion

m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y

Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
Ejemplo

m Tertium non datur o tercero excluido: - ¢ V —.
m {0 = @
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Relacion de deduccién y teoremas

SeaI' C PROPYy ¢ € PROP.
Definicion

m psededucede I' (I' - ¢) siexiste D € 9 tal que Hip(D) CT'y

Concl(D) = .
®  es un teorema (- ) si existe D € 9 tal que Hip(D) =0y
Concl(D) = .
Ejemplo

m Tertium non datur o tercero excluido: - ¢ V —.
m {0 = @
m Principio de no contradiccion: = (¢ A —p).
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Coémo se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 29/09/2021 12/16



Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Coémo se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?
Recordemos: I' = ¢ <= paratoda v que valide I, [¢], = 1.

Vyer , v, =1
[ri -1
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Coémo se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?
Recordemos: I' = ¢ <= paratoda v que valide I, [¢], = 1.

Semantica | Calculo
Tautologias (valuar 1) Teoremas (derivable)
= -

Asignaciones (modelo) | Derivaciones (pruebas formales)
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Relacion entre verdad y demostrabilidad

¢ Coémo se comparan las nociones semanticas con la de derivabilidad?
Recordemos: I' = ¢ <= paratoda v que valide I, [¢], = 1.

Semantica | Calculo
Tautologias (valuar 1) Teoremas (derivable)
= -

Asignaciones (modelo) | Derivaciones (pruebas formales)

Completitud y Correccién de la Logica Proposicional

Para todos I' C PROP y ¢ € PROP, se tiene

'y < I'typ
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Teorema de correccion

m Paratodos I' C PROPy ¢ € PROP, se tiene

'y <= I'typ
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Teorema de correccion

m Paratodos I' C PROPy ¢ € PROP, se tiene
'y <= I'typ

La implicacion (=) es la Completitud y (<) es la Correccion.
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Teorema de correccion

m Paratodos I' C PROPy ¢ € PROP, se tiene
lEp << T'toy
La implicacion (=) es la Completitud y (<) es la Correccion.

Teorema (Correccion)

SiT' F ¢, entoncesT' = .
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Teorema de correccion

m Paratodos I' C PROPy ¢ € PROP, se tiene
lEp << T'toy
La implicacion (=) es la Completitud y (<) es la Correccion.

Teorema (Correccion)

SiT' F ¢, entoncesT' = .

Demostracion.

Probamos por induccién en D € 9:
“Para todo I" tal que Hip(D) C T', seda I = Concl(D)".
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

iOjo! Estamos probando algo de la forma “vI' : ...":
tanto la tesis como la HI tendran esa forma.
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

iOjo! Estamos probando algo de la forma “vI' : ...":
tanto la tesis como la HI tendran esa forma.

D = ¢.SeaT C PROP.
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

iOjo! Estamos probando algo de la forma “vI' : ...":
tanto la tesis como la HI tendran esa forma.

D = ¢. SeaT |C PROP.

Hip(D) = {p} €T
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

iOjo! Estamos probando algo de la forma “vI' : ...":
tanto la tesis como la HI tendran esa forma.

D = ¢.SeaT C PROP.

Hip(D) ={p} CT = ¢ €T
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Prueba del teorema de correccion, caso base

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

iOjo! Estamos probando algo de la forma “vI' : ...":
tanto la tesis como la HI tendran esa forma. EV“ [
PROP| D = ¢. Sea T C PROP. v vl D ],

P
Hip(D) ={p} CT = p el =\T |= ¢)= Concl(D).
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

J
Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,

¥1 P2
E paratodo I, Hip(D1) CT = T = ¢,y
cr

A paratodo I', Hip(D») = ' E ¢,
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,
¥2

= I'E o1,y

L1
El paratodo I, Hip(D;) C
Cl' = T = ¢,

A paratodo I', Hip(D»)

probamos
-D; D,

m paratodo I', Hip ¢31 sé52 N CTl' = T E w1 A

P1 N\ P2
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,
¥2

= I'E o1,y

L1
El paratodo I, Hip(D;) C
Cl' = T = ¢,

A paratodo I', Hip(D»)

probamos
D1 D>
m paratodo I', Hip | 1 ©2 N CTl' = T E w1 A
— 7

P1 N\ P2

Hip(D1) U Hip(Ds)
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,

El paratodo
A paratodo
probamos
Dy D,
m paratodo I', Hip | 1 P2 cr r A .
p p N = TEaAe
w1 A\ p2

Hip(Dl) U Hip(Dz) D) Hip(Dl),Hip(Dz).
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,

©1 2
E paratodo I, Hip(D;) C @ y
c

A paratodo I', Hip(D»)

probamos
D1 Dy
m paratodo I', Hip | 1 ©2 N CI' = T'E v A
©1 A2

Hip(Dl) U Hip(Dz) 2 Hip(Dl),Hip(Dz).
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,

¥1 P2
E paratodo I, Hip(D1) CT = T = ¢,y
cr

A paratodo I', Hip(D») — T = ¢,
probamos
Dy D
m paratodo I', Hip | 1 ©2 N CT = T k¢ Aps.
p1 A2

Hip(Dl) U Hip(Dz) 2 Hip(Dl), Hip(DQ).
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,

¥1 ¥2
E paratodo I', Hip(D)) CT' = ' =1,y
A paratodo I, Hip(D,;) CT = T = g, o
probamos 6‘% A (]01\1; AN
D1 D2 &@1:&{
m paratodo I', Hip | 1 P2 N Cl' = .
w1 A\ 2 d

Hip(Dl) U Hip(Dz) D) Hip(Dl),Hip(Dz).
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,
¥2

— Flchl,y

L1
El paratodo I, Hip(D;) C
Cl' = T = ¢,

A paratodo I', Hip(D»)
probamos
Dy -D

m paratodo I', Hip ¢31 sé52 N CTl' = T E w1 A

P1 A P2
Sea v una asignacion que valide I' = 1], =1y [¢2]y = 1.

s
d -
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Prueba del teorema de correccion, caso (Al)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

Suponiendo HI para - D y 2D2,
¥2

— Flchl,y

L1
El paratodo I, Hip(D;) C
Cl' = T = ¢,

A paratodo I', Hip(D»)
probamos
Dy -D

m paratodo I', Hip ¢31 sé52 N CT =A\T E ¢1 A

P1 A P2
Sea v una asignacion que valide I' = 1], =1y [¢2]y = 1.
Luego [1 A @2y = min{[e1], [¢2] i} = 1.

s
d -
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

2
Suponiendo Hl para : D, (‘p

(0
m paratodo " ,Hip(D) CT = T 1,y
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m para todo I', Hip
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

> m paratodo I', Hip(D) N\ {¢} CT = TI' = — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} C T
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C 1" = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT'U{p} =:T".
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,
(
m paratodo IV, Hip(D) C 1" = I" =1,y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT'U{p} =:T".
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para : D,
G
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) N\ {p} C T =
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.

Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'.
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.

Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.

Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

(1] [[Spﬂvzl
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v_una asignacion que valide I'. Casos en [¢],:

| [¢], =1 = vvalidaT' U {p}
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

G
m paratodo IV, Hip(D) C 1" = I" =1,y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.

Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT'U{p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

A [¢], =1 = vvalidaT' U {p}
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

G
m paratodo IV, Hip(D) C TV — I" =1,y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.

Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

B [o]y=1 = vvalidal'U{p} = [¢], =1
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

B¢y, =1 = vvalidal'U{p} = [¢], =1
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)
12

Suponiendo Hl para - D,

(0
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

| [¢], =1 = vvalidaT' U{p} = [¢¥], =1
= [p =y =1
A [¢], =0
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Prueba del teorema de correccién, caso (— 1)

Paratodo I', Hip(D) CT' = T |= Concl(D)

v by
Suponiendo Hl para - D, Wﬂ,&f
(4
m paratodo IV, Hip(D) C TV = T" 1),y K-

probamos

m paratodo I', Hip(D) ~ {9} CI' = I' =y — 9.
Supongamos Hip(D) ~ {¢} CT' = Hip(D) CT U {p} =:T".
Sea v una asignacién que valide I'. Casos en [¢],:

| [¢], =1 = vvalidaT' U{p} = [¢¥], =1
= [p =y =1
B¢y =0 = [p—=9l =1
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