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Avisos

m Por favor, respeten la distribucion alfabética de cada comision.
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Reticulados distributivos

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)
m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que

Xuy=1"W=4 xny=0"W=g.
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m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que
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m Las operaciones distribuyen:
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Reticulados distributivos

Partes de un conjunto (92 (A),C) «— (9 (A),U,N)
m Todo X € 9 (A) tiene un complemento: un Y € 9 (A) tal que
Xuy=1"W=4 xny=0"W=g.
m Las operaciones distribuyen:

Xunz)=XUYy)Nn(Xuz)
XNYuz)=XnY)u((Xnz).
Definicién
L es distributivo si para todos los a, b, c € L,

aV(bANc)=(aVb)A(aVc)
ANBVe)=(anb)V(aNn
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Ejemplos

L es distributivo si para todos los a, b,c € L,
maV(bAc)=(aVb)A(aVec).
maA(bVe)=(anb)V(aNc).
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Ejemplos

L es distributivo si para todos los a, b,c € L,
maV(bAc)=(aVb)A(aVec).
maA(bVe)=(anb)V(aNc).

Ejemplo

El Todos los érdenes totales.

B N,|).
H (9 (A), Q) para cada conjunto A.
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Ejemplos

L es distributivo si para todos los a, b,c € L,
maV(bAc)=(aVb)A(aVec).
maA(bVe)=(anb)V(aNc).

Ejemplo

El Todos los 6rdenes totales. Por analisis por casos

B N,|).
H (9 (A), Q) para cada conjunto A.
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Ejemplos

L es distributivo si para todos los a, b,c € L,
maV(bAc)=(aVb)A(aVec).
maA(bVe)=(anb)V(aNc).

Ejemplo

El Todos los 6rdenes totales. Por analisis por casos

A (N,]). Subreticulados también! D,,
H (9 (A), Q) para cada conjunto A.
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Un criterio de distributividad

Sea L un reticulado. S C L es un subuniverso de (L, V, A\) si es cerrado por
las operaciones V y A. En tal caso, (S, V, A) es un subreticulado de
(L,V,N).
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Un criterio de distributividad

Sea L un reticulado. S C L es un subuniverso de (L, V, A\) si es cerrado por
las operaciones V y A. En tal caso, (S, V, A) es un subreticulado de

(L,V,N).
Lema

m SiL es distributivo y L' es isomorfo a L, entonces L' es distributivo
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Un criterio de distributividad

Sea L un reticulado. S C L es un subuniverso de (L, V, A\) si es cerrado por

las operaciones V y A. En tal caso, (S, V, A) es un subreticulado de
(L,V,N).

Lema

m SiL es distributivo y L' es isomorfo a L, entonces L' es distributivo
m SiL es distributivo, entonces todos sus subreticulados lo son.
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Un criterio de distributividad

Sea L un reticulado. S C L es un subuniverso de (L, V, A\) si es cerrado por

las operaciones V y A. En tal caso, (S, V, A) es un subreticulado de
(L,V,N).

Lema

m SiL es distributivo y L' es isomorfo a L, entonces L' es distributivo
m SiL es distributivo, entonces todos sus subreticulados lo son.

Corolario

Si L es distributivo y L' es isomorfo a un subreticulado L (“L’ se incrusta en
L"), entonces L' es distributivo.
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No todos lo son

jContraejemplos!
1 1
a b
a C
C
0 0
M3 Ns
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No todos lo son

jContraejemplos! Subposets pero no subreticulados
1 1 {avh’ C}
b 1IN
a c a {a,b} /{a,c} {b,c}
/N
¢ XX
0 fa}  {p}  Ae}

0
M3 N5 \g/
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No todos lo son

jContraejemplos! Subposets pero no subreticulados
1 1 {a,b,c}
b 1N
4 c a {a,b} /{a,c} {b,c}
/N
¢ XX
0 {a} {6} {c}

0
M3 N5 \g/

Lema (Propiedad “cancelativa”)

Sea L distributivo. Para todos a,b,c € L,

aVb=aVc
— b=c.
aANb=aAlc
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Teorema M3-Ns

Teorema

Un reticulado L es distributivo si y sélo si ninguno de sus subreticulados es
isomorfo a M3 ni a Ns (i.e., no se incrustan).

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 01/09/2020 8/17



Teorema M3-Ns

Teorema

Un reticulado L es distributivo si y sélo si ninguno de sus subreticulados es
isomorfo a M3 ni a Ns (i.e., no se incrustan).

Teo6ricamente es muy limpio, pero como algoritmo apesta.
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Teorema M3-Ns

Teorema

Un reticulado L es distributivo si y sélo si ninguno de sus subreticulados es
isomorfo a M3 ni a Ns (i.e., no se incrustan).

Teo6ricamente es muy limpio, pero como algoritmo apesta.
Para obtener mejores resultados es necesario poder presentar a los
reticulados distributivos y sus operaciones de manera mas concreta.
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Teorema M3-Ns

Teorema

Un reticulado L es distributivo si y sélo si ninguno de sus subreticulados es
isomorfo a M3 ni a Ns (i.e., no se incrustan).

Teo6ricamente es muy limpio, pero como algoritmo apesta.
Para obtener mejores resultados es necesario poder presentar a los
reticulados distributivos y sus operaciones de manera mas concreta.

Un teorema de representacion nos permite entender a una familia
estructuras “abstractas” en términos de ejemplos concretos (mas manejables)
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Teorema M3-Ns

Teorema

Un reticulado L es distributivo si y sélo si ninguno de sus subreticulados es
isomorfo a M3 ni a Ns (i.e., no se incrustan).

Teo6ricamente es muy limpio, pero como algoritmo apesta.
Para obtener mejores resultados es necesario poder presentar a los
reticulados distributivos y sus operaciones de manera mas concreta.

Un teorema de representacion nos permite entender a una familia
estructuras “abstractas” en términos de ejemplos concretos (mas manejables)

A continuacion, representaremos posets usando partes de conjuntos.
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Posets y subconjuntos

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea

Partes 9 (P)
{a,b,1}
{a, 1} /{a,b} \ {1,b}

XA

{a} {1} {0}

N%
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Posets y subconjuntos

Poset P Partes 9 (P)
{a,b,1}

a/l\b / \

{a,1} /{a,b} \ {1,b}

XA

fa} {1} {0}
N%

Notemos que cada d € P se corresponde con el ideal principal
dl:={xeP:x<d}.
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Posets y subconjuntos

Poset P Partes 9 (P)
{a,b,1}

A NI
a fan} Habp\ {10y [Tl

RN
/ }/P; x e P x< 1= l/{a}/x{l}/\\{b} g <4

[ o, 13 \g/ gedd

Notemos que cada d € P se corresponde con el ideal principal

dl :={xeP:x<d}. x €& d| & JEx=> Ejéci&
d—d] es1-1

FaMAF, 01/09/2020 9/17
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Posets y subconjuntos

Poset P Partes 9 (P)
{a,b,1}

1
/\b AN
a {a,1} /{a,b}\ {1,b}
XA

P
ol = a @ {1y
- -

5b‘f§9‘/531{f f(, \@/

Notemos que cada d € P se corresponde con el ideal principal
dl:={xeP:x<d}.

d—d] es1-1

Basta ver que d = sup sup@z c.

FaMAF, 01/09/2020
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas:
Lema

Paratodosd,c € P, d < ¢ < d| Cc|.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas:
Lema

Paratodosd,c € P, d < ¢ <= d| Ccl. XeddE& x¢ds

& -
Demostracion. Z
m (=) Por la transitividad de <. X <
L
X e ¢/
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas: DL\//: {%é P X < JB

Lema
Paratodosd,c € P, d < ¢ < d| Cc|.
Demostracion.

m (=) Por la transitividad de <.

m («<)declimplicad <c. blét C\/SL ~ \l/
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas:
Lema

Paratodosd,c € P, d < ¢ < d| Cc|.

Demostracion.
m (=) Por la transitividad de <.

B (<)declimplicad <c.

Teorema

(P, <) es isomorfo a un subposet de (9 (P), C).
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas:

Lema
Paratodosd,c € P, d < ¢ < d| Cc|.

Demostracion.
m (=) Por la transitividad de <.

B (<)declimplicad <c.

Teorema
(P, <) es isomorfo a un subposet de (9 (P), C).

Un teorema de representacion mas ajustado nos diria a qué subposets de
partes es isomorfo.
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Precalentamiento: Representacion de posets

De hecho, hay mas:

Lema
Paratodosd,c € P, d < ¢ < d| Cc|.

Demostracion.

m (=) Por la transitividad de <.
B (<)declimplicad <c.

Teorema
(P, <) es isomorfo a un subposet de (9 (P), C).

Un teorema de representacion mas ajustado nos diria a qué subposets de
partes es isomorfo.

Ademas “subposet” no es compatible con las operaciones.
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Reticulados complementados y algebras de Boole

Recordemos:
m L es acotado si tiene primer elemento 0 y Gltimo elemento 1%.
m Sea L acotado y sean a,b € L. b es un complemento de « si

avb=1F anb=0"

L es complementado si todo elemento tiene complemento.
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Reticulados complementados y algebras de Boole

Recordemos:
m L es acotado si tiene primer elemento 0 y Gltimo elemento 1%.

m Sea L acotado y sean a,b € L. b es un complemento de « si
avb=1¢  anb=0"
L es complementado si todo elemento tiene complemento.

Definicién (Algebra de Boole)

Un algebra de Boole (B, V, A, —,0, 1) es una estructura donde (B, V, A,0, 1)
es un reticulo distributivo acotado y — : B — B da un complemento:

aV-a=1 al—a=0.
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Leyes de De Morgan

Proposicion

En toda algebra de Boole, se dan

S Vy)=—xAmy a(xAy)=-x Vo
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Leyes de De Morgan

1) -s-vb= B\\/C\"g —> b= .
D=&NAbH = RACE

Proposicion

En toda algebra de Boole, se dan

—7&/
S(xVy)==xA=y —xAy)=—xV-y eocof s
(Pep PN Y

A
Demostracion. /

Ver que —x A -y es complemento de x V y y aplicar la propiedad cancelativa.
La segunda ley es analoga. T
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Isomorfismo de algebras de Boole

Definicién

Un isomorfismo de algebras de Boole

f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V',N,=',0",1") es un iso de reticulos
f:(B,V,A\) = (B,V',\) tal que para todo x € B,

flx)=="fx) vy fO)=0 'y f)=1
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Isomorfismo de algebras de Boole

Definicién

Un isomorfismo de algebras de Boole

f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V',N,=',0",1") es un iso de reticulos
f:(B,V,A\) = (B,V',\) tal que para todo x € B,

flx)=="fx) vy fO)=0 'y f)=1

Son lo mismo que los isos de posets (inducidos por la estructura de reticulo).
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Isomorfismo de algebras de Boole

Definicién

Un isomorfismo de algebras de Boole

f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V',N,=',0",1") es un iso de reticulos
f:(B,V,A\) = (B,V',\) tal que para todo x € B,

f(x)=="fx) 'y fO)=0 y fO)=r
Son lo mismo que los isos de posets (inducidos por la estructura de reticulo).

Teorema
f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V,N,=" 0 1) esiso <
f:(B,<)— (B,<') esiso.
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Isomorfismo de algebras de Boole

Definicién

Un isomorfismo de algebras de Boole

f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V',N,=',0",1") es un iso de reticulos
f:(B,V,A\) = (B,V',\) tal que para todo x € B,

f(x)=="fx) 'y fO)=0 y fO)=r
Son lo mismo que los isos de posets (inducidos por la estructura de reticulo).
Teorema
f:(B,V,A\,—,0,1) = (B,V,N,=" 0 1) esiso <
f:(B,<)— (B,<') esiso.

Demostracion.
Si y es complemento de x, f(x) es complemento de f(y) (por estar definido

usando el orden), y aplico propiedad cancelativa.
FaMAF, 01/09/2020

Introduccion a la Légica y la Computacion
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.
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Ejemplos

/53
Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole. ¢ / ho
. C? N/
()
m 9 (A) paratodo A. kY B
m D, conn =pj - p, producto de primos distintos.

N3

"1
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.

m D, conn=pj - p, producto de primos distintos. Es isomorfa a
g)({pl: v 717171})-
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.

m D, conn=pj - p, producto de primos distintos. Es isomorfa a
9 ({p1,.-.,pm})- Es decir, esencialmente parte del ejemplo anterior.
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.

m D, conn=pj - p, producto de primos distintos. Es isomorfa a
9 ({p1,.-.,pm})- Es decir, esencialmente parte del ejemplo anterior.
u ...

Si, hay mas ejemplos. Pero parece que el conjunto de partes es uno muy
importante.
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.

m D, conn=pj - p, producto de primos distintos. Es isomorfa a
9 ({p1,.-.,pm})- Es decir, esencialmente parte del ejemplo anterior.
u ...

Si, hay mas ejemplos. Pero parece que el conjunto de partes es uno muy
importante.

Para continuar, podemos imaginarnos formas de asociar una familia de
conjuntos a (B, V, A, —,0,1).
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Ejemplos

Bien, ahora a los ejemplos de algebras de Boole.
Ejemplo
m 9 (A) paratodo A.

m D, conn=pj - p, producto de primos distintos. Es isomorfa a
9 ({p1,.-.,pm})- Es decir, esencialmente parte del ejemplo anterior.
u ...

Si, hay mas ejemplos. Pero parece que el conjunto de partes es uno muy
importante.

Para continuar, podemos imaginarnos formas de asociar una familia de
conjuntos a (B, V,A,—,0,1).
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Fuerza bruta

Una estrategia a lo bestia (exponencial)

Si todo falla, considera todas las combinaciones.
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Fuerza bruta

Una estrategia a lo bestia (exponencial)

Si todo falla, considera todas las combinaciones.

En este caso, es arrancar con 9 (B).

Esta estrategia de fuerza bruta también se usara en la tercera parte de la
materia.
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Fuerza bruta

Una estrategia a lo bestia (exponencial)

Si todo falla, considera todas las combinaciones.

18\
En este caso, es arrancar conj@ (B).\ =L 7 ] )31

Esta estrategia de fuerza brutd también se usara en la tercera parte de la
materia.

¢ Coémo asociamos a cada b € B un F(b) C B?

Ayuda: usemos el orden (y b) para definir F(b).
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

B o PN

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).

¢ Quién es A?

¢ Qué objetos juegan el rol de elementos de A?

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea
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Atomos

Sea B un poset finito acotado con al menos dos elementos.
Definicion

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
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Atomos

Q“ﬂawo <7::> Q>0 vy ZX DI x el
Sea B un poset finito acotado con al menos dos elementos.
Definicion

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
ﬂ,{’il% .

m Supongamos a € At(B). ¢ Cuantos valores posibles puede dar b A a?

o . |
m Encontrar el conjunto de atomos de D,,. A LI T

m Seaa < b. Entonces a es atomo de B <= a es atomo del subposet .
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