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Avisos

m Las clases practicas tienen una nueva dinamica de trabajo.
m Se asientan los temas del tedrico inmediato anterior.
jParticipen!
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Contenidos estimados para hoy

El Repaso
m Representacién de posets
m Algebras de Boole

H Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas
m Atomos y resultados basicos
m Atomicidad y Separacion
m Prueba del Teorema
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Repaso: Representacion de posets

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por

F(d):=dl={xeP:x<d}
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Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por
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Repaso: Representacion de posets

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por
F(d):=d| ={x € P:x<d} ciertos decrecientes.

m F esinyectiva: paratodosd,c € P, d|l =c| = d=c¢
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Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por
F(d):=d|l ={x€P:x<d} ciertos decrecientes.

m F esinyectiva: paratodos d,c € P, d| = c| = d = c porque tiene
inversa, sup.
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Repaso: Representacion de posets

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por
F(d):=d| ={x € P:x<d} ciertos decrecientes.

m F esinyectiva: paratodos d,c € P, d| = c| = d = c porque tiene
inversa, sup.

m F preserva orden: paratodos d,c € P, d < ¢ < d|} Cc|.
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Repaso: Representacion de posets

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por
F(d):=d| ={x € P:x<d} ciertos decrecientes.

m F esinyectiva: paratodos d,c € P, d| = c| = d = c porque tiene
inversa, sup.

m F preserva orden: paratodos d,c € P, d < ¢ < d|} Cc|.
Teorema

m (P, <) esisomorfo a un subposet de (9% (P), C).
m F : P — F(P) es unisomorfismo entre P y su imagen.
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Repaso: Algebras de Boole

Un algebra de Boole (B, V, A, —,0, 1) es una estructura donde (B, V, A,0, 1)
es un reticulo distributivo acotado y — : B — B da un complemento:

aV-a=1 aN—a=0.
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Repaso: Algebras de Boole

Un algebra de Boole (B, V, A, —,0, 1) es una estructura donde (B, V, A,0, 1)
es un reticulo distributivo acotado y — : B — B da un complemento:

aV-a=1 aN—a=0.

Ejemplo
Algebra de partes (97 (A),U,N, (-)¢, &, A), para cualquier conjunto A.
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
Lema

m Sia,bcAt(B),anb=06a=b=aANb.
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
Lema

m Sia,bcAt(B),anb=06a=b=aANb.

m Sia,a,...,a, € At(B), entonces
aN(aiV...Va,) =
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
Lema

m Sia,bcAt(B),anb=06a=b=aANb.
m Sia,a,...,a, € At(B), entonces
aN(aV...Vay,)=(aNa)V...V(aAay)
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
Lema

m Sia,bcAt(B),anb=06a=b=aANb.
m Sia,a,...,a, € At(B), entonces
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Teorema de Representacion de algebras de Boole finitas

Teorema

Para toda algebra de Boole finita B existe A tal que B es isomorfa a 9 (A).
El conjunto A sera exactamente el de los atomos de B:

Definicién

a € B es un atomo si a cubre a 0. Az(B) es el conjunto de los 4tomos de B.
Lema

m Sia,bcAt(B),anb=06a=b=aANb.

m Sia,a,...,a, € At(B), entonces
aN(arV...Va,)=(aNa))V...V(aNa,) =006 existej tal que
a = daj.

m Paratodosx,y e Bx <y < xA-y=0.
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F : B — 9 (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B, V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F : B — 9 (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B, V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).

Para probarlo, necesitamos ver que F’:
m Es biyectiva.
m Preservaelordenc < b <= F(c) C F(b).
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F : B — 9 (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B, V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).

Para probarlo, necesitamos ver que F:

m Es biyectiva. Tiene inversa sup : 9 (A¢(B)) — B. A continuacion.
m Preservaelordenc < b <= F(c) C F(b).
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es un isomorfismo entre (B, V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).

Para probarlo, necesitamos ver que F:

m Es biyectiva. Tiene inversa sup : 9 (A¢(B)) — B. A continuacion.
m Preservaelordenc < b <= F(c) C F(b). Sale directo de:
m (=) latransitividad de <;
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Teorema de representacion de algebras de Boole finitas

Teorema
Sea (B, V,\,—,0,1) un dlgebra de Boole finita. Luego

F : B — 9 (At(B))
x+— {a€ArB):a<x}

es un isomorfismo entre (B, V, A, —,0, 1) y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).

Para probarlo, necesitamos ver que F:

m Es biyectiva. Tiene inversa sup : 9 (A¢(B)) — B. A continuacion.
m Preservaelordenc < b <= F(c) C F(b). Sale directo de:
m (=) latransitividad de <;
m(<)XCY = supX <sup?.
Nos enfocamos en el caso |B| > 2.
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Hay suficiente cantidad de atomos

Lema (Algebras de Boole finitas son atémicas)

Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 03/09/2021 8/9



Hay suficiente cantidad de atomos
Lema (Algebras de Boole finitas son atémicas)
Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Demostracion.

Basta encontrar un minimal del subposet finito 5}, ~. {0} de B.
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Hay suficiente cantidad de atomos
Lema (Algebras de Boole finitas son atémicas)
Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Demostracion.

Basta encontrar un minimal del subposet finito 5}, ~. {0} de B.

Lema (Separacion)

Para todo x,y € B tales que x £ y existe a € At(B) talquea < xya £ y.
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Demostracion.

Basta encontrar un minimal del subposet finito 5}, ~. {0} de B.

Lema (Separacion)

Para todo x,y € B tales que x £ y existe a € At(B) talquea < xya £ y.

Demostracion.
Porque x A =y # 0y hay un atomo debajo.
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Hay suficiente cantidad de atomos

Lema (Algebras de Boole finitas son atémicas)

Para todo b € B distinto de 0 existe a € At(B) tal que a < b.

Demostracion.
Basta encontrar un minimal del subposet finito 5}, ~. {0} de B.

Lema (Separacion)

Para todo x,y € B tales que x £ y existe a € At(B) talquea < xya £ y.

Demostracion.
Porque x A =y # 0y hay un atomo debajo.

Pasamos entonces a la prueba principal, la correspondencia entre conjuntos

de atomos y elementos de B.
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F y sup son inversas

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € A#(B) tal que
a<xya ﬁ y.
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F y sup son inversas

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € A#(B) tal que
a<xya ﬁ y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.
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F y sup son inversas

Separacion Paratodo x,y € B tales que x f y existe a € At(B) tal que
a<xyay. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.
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F y sup son inversas

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € A#(B) tal que
a<xya%y. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.
Prueba del Teorema de Representacion.

Vemos que F y sup son inversas una de la otra.
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F y sup son inversas

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € A#(B) tal que
a<xya%y. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.
Prueba del Teorema de Representacion.
Vemos que F y sup son inversas una de la otra.
® x = sup F(x) = sup{a € A#(B) : a < x} para todo x € B:
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F y sup son inversas

Separacion Paratodo x,y € B tales que x f y existe a € At(B) tal que
a<xya%y. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.

Prueba del Teorema de Representacion.

Vemos que F y sup son inversas una de la otra.

® x = sup F(x) = sup{a € A#(B) : a < x} para todo x € B:
x es claramente cota de F(x). Y siy es cota, F(x) C F(y), lo que implica
x <y por Separacion.
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F y sup son inversas

Separacion Paratodo x,y € B tales que x f y existe a € At(B) tal que
a<xya%y. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.

Prueba del Teorema de Representacion.

Vemos que F y sup son inversas una de la otra.

® x = sup F(x) = sup{a € A#(B) : a < x} para todo x € B:
x es claramente cota de F(x). Y siy es cota, F(x) C F(y), lo que implica
x <y por Separacion.

B A=F(supA)={a € At(B) :a <supA} paratodo A C At(B):
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F y sup son inversas

Separacion Paratodo x,y € B tales que x f y existe a € At(B) tal que
a<xya%y. F(x) C F(y) implicax < y.
Recordemos: F(x) := {a € At(B) : a < x}.

Prueba del Teorema de Representacion.

Vemos que F y sup son inversas una de la otra.
® x = sup F(x) = sup{a € A#(B) : a < x} para todo x € B:
x es claramente cota de F(x). Y siy es cota, F(x) C F(y), lo que implica
x <y por Separacion.
B A=F(supA)={a € At(B) :a <supA} paratodo A C At(B):
A C F(supA) sale directo. Y F(supA) C A por distributividad.
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