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Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9p(P) definida por

Fd):=d|={xeP:x<d}

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021



Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9p(P) definida por
Fd):=d|={xeP:x<d}

Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d|l Cc|
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Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9p(P) definida por
Fd):=d|={xeP:x<d}

Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d] Ccl; estoimplicaque
m F esinyectiva
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Otra vuelta a los teoremas de representacion

30#: t:;/

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (P) definida por U
Fd):=d|={xeP:x<d} £ 1=
Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d] Ccl; estoimplicaque
m F es inyectiva (o bien, porque sup(F(d)) = d paratodo d € P).
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Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9p(P) definida por
Fd):=d|={xeP:x<d}

Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d] Ccl; estoimplicaque

m F es inyectiva (o bien, porque sup(F(d)) = d paratodo d € P).
Luego, F : P — 92 (P) es un isomorfismo entre (P, <) y el subposet

F@) @R L) (F() A eP)
(P, g e F

=
e
=
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Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9p (P) definida por
F(d):=d|l ={xeP:x<d}

Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d] Ccl; estoimplicaque
m F es inyectiva (o bien, porque sup(F(d)) = d paratodo d € P).
Luego, F : P — 9 (P) es un isomorfismo entre (P, <) y el subposet
(F(P),C) de (2(P), C).

Generalicemos donde estamos representando.
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Otra vuelta a los teoremas de representacion
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Otra vuelta a los teoremas de representacion

Sea (P, <) un poset, y sea F : P — 9 (Q) definida por
F(d):=dl={xeQ:x<d}

Tenemos:

m F preserva orden en ambas direcciones: para todos d, ¢ € P,
d<c < d] Ccl; estoimplicaque
m F es inyectiva (o bien, porque sup(F(d)) = d paratodo d € P).
Luego, F : P — 92 (Q) es un isomorfismo entre (P, <) y el subposet
(F(P),<) de (2(Q), 9).

Generalicemos donde estamos representando.
Podemos tomar (un subposet de) las partes otro conjunto Q.

En b UGVMW%/ QR c P
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En la Representacion de algebras de Boole finitas

Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,

F :B — 9 (At(B))
x— {a€At(B) :a<x}

es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
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En la Representacion de algebras de Boole finitas

Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,

F:B— % (At(B)) AW3) < B
x> {a€AtB):a<x}= X ) 747(3)

es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (2 (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
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En la Representacion de algebras de Boole finitas
Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,
F: B — % (At(B))
x— {a€At(B) :a<x}

es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (2 (At(B)),U,N, (-)¢, @, B).
Notemos los siguientes puntos:

m La funcién F se define igual que para posets y preserva inmediatamente
elorden x <y =— F(x) C F(y).
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En la Representacion de algebras de Boole finitas
Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,

F :B — 9% (At(B))
x— {a€AtB):a<x}

es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (2 (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
Notemos los siguientes puntos:

m La funcién F se define igual que para posets y preserva inmediatamente
elorden x <y = F(x) C F(y).
m La propiedad de
Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € A#(B) tal que
a<xya ﬁ y.
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En la Representacion de algebras de Boole finitas

Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,

CPA) <> F:Boop@a®)
x— {a€At(B) :a<x}
es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
Notemos los siguientes puntos:

m La funcién F se define igual que para posets y preserva inmediatamente
elorden x <y = F(x) C F(y).

m La propiedad de

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € Az(B) tal que
a<xyasy. F(x) CF(y) = x <.

s
d -
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En la Representacion de algebras de Boole finitas
Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita,

F : B — 9 (At(B))
x— {a€At(B) :a<x}
es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
Notemos los siguientes puntos:

m La funcién F se define igual que para posets y preserva inmediatamente
elorden x <y = F(x) C F(y).

m La propiedad de

Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € Az(B) tal que
a<xyasy. F(x) CF(y) = x<y.
completa la prueba de 1-1 y luego de incrustacion

=
e
=
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En la Representacion de algebras de Boole finitas

Si (B,V,A,—,0,1) es un algebra de Boole finita, —( oog = bj
L

F : B — 9 (At(B))
x+— {a €At(B) :a < x} £ Sfa(:y/u,

es un isomorfismo entre (B, V,A,—,0,1)y (% (At(B)),U,N, (-)¢, 2, B).
Notemos los siguientes puntos:

m La funcién F se define igual que para posets y preserva inmediatamente
elorden x <y = F(x) C F(y).

m La propiedad de
Separacion Para todo x,y € B tales que x % y existe a € Az(B) tal que
a<xyasy. F(x) CF(y) = x<y.
completa la prueba de 1-1 y luego de incrustacion

m F(sup(A)) = A para todo A C Ar(B) sale por distributividad e implica F
sobre (y luego un isomorfismo).

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021 4/17



Donde representamos y con qué

Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).

F:P— F(P)C%(Q)
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Donde representamos y con qué
Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).
F:P— F(P)C%(0Q)

m Tenemos libertad de elegir Q segin como sea P (Q := P siempre
funciona, y para algebras de Boole Q := At(B) es mejor).
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Donde representamos y con qué

Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).
F:P—F(P)C2(Q)

m Tenemos libertad de elegir Q segin como sea P (Q := P siempre
funciona, y para algebras de Boole Q := At(B) es mejor).

m La representacion estara completa si entendemos bien cudles
subconjuntos estan en la imagen de F (ideales principales para posets
generales, todos en el caso booleano).
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Donde representamos y con qué

Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).
F:P— F(P)C%(Q)

m Tenemos libertad de elegir Q segin como sea P (Q := P siempre
funciona, y para algebras de Boole Q := At(B) es mejor).

m La representacion estara completa si entendemos bien cudles
subconjuntos estan en la imagen de F (ideales principales para posets
generales, todos en el caso booleano).

A continuacion determinaremos, para el caso de los reticulados distributivos L:
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Donde representamos y con qué

Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).
F:P— F(P)C%(0Q)

m Tenemos libertad de elegir Q segin como sea P (Q := P siempre
funciona, y para algebras de Boole Q := At(B) es mejor).

m La representacion estara completa si entendemos bien cudles
subconjuntos estan en la imagen de F (ideales principales para posets
generales, todos en el caso booleano).

A continuacion determinaremos, para el caso de los reticulados distributivos L:

m El conjunto O donde representamos, Irr(L), formado por los elementos
irreducibles de L,
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Donde representamos y con qué

Todo poset P se incrusta (2 (Q), C) para algin Q (es isomorfo F(P)).
F:P—F(P)C2(Q)

m Tenemos libertad de elegir Q segin como sea P (Q := P siempre
funciona, y para algebras de Boole Q := At(B) es mejor).

m La representacion estara completa si entendemos bien cudles
subconjuntos estan en la imagen de F (ideales principales para posets
generales, todos en el caso booleano).

A continuacion determinaremos, para el caso de los reticulados distributivos L:

m El conjunto Q donde representamos, Irr(L), formado por los elementos
irreduciblesde L, y

m exactamente cuéles son los subconjuntos de Irr(L) que estan en F(L):

los decrecientes.
| e
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Elementos V-irreducibles

Definicion
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si

a.
. L Orn g
El x no es el primer elemento,y % # D
A Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 6z = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

X e /ﬂWch cotr bl (o C)‘Ol‘mrlt 2 cos2shidink,
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.

Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Resulta que si xi, . . . , x, son todos distintos de x, entonces x # x; V...V x;,.
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Elementos V-irreducibles

Definicién
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y
B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.
Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Resulta que si x1, . . ., x, son todos distintos de x, entonces x # x| V... V x,.
Lema
Si L es finito, entonces x € L es V-irreducible <= el conjunto >

{a € L:a<x}=ux|~ {x} tiene maximo.
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Elementos V-irreducibles

Definicion
Un elemento x de un reticulado L es V-irreducible si
El x no es el primer elemento, y

B Paratodosy,z € L,six =yV z,entoncesy =x 07 = x.

Denotaremos mediante Irr(L) al conjunto de los elementos irreducibles de L.

Resulta que si xi, . . . , x, son todos distintos de x, entonces x # x; V...V x;,.

Lema

Si L es finito, entonces x € L es V-irreducible <= el conjunto
{a € L;:a<x}=ux|~ {x} tiene maximo.

iy Ay A FL =D K -V xn;/ X
Demostracion.

El supremo de dicho conjunto finito no puede ser igual a x.
g3 ‘& el e d x| = wax i&etf&<x3 JETS

o perd
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x — z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos

decrecientes de P.
XeD = x| <D

_—
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:
xeD & z<x — z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicién

Un subconjunto D C P es de&reciente si para todo x@se tiene que:
veD & zsx —(ED)

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
m Jloes
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.

Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).
B O lo es (antecedente falso).
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.

Definicion

Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos

decrecientes de P. —_—
vedl b &< << d T
Ejemplo o S/

<
m P es decreciente (consecuente trivial). =c Q[ LL

B O lo es (antecedente falso).

m d| es decreciente (por transitividad).

%
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Conjuntos decrecientes de un poset

Sea (P, <) un poset.
Definicién
Un subconjunto D C P es decreciente si para todo x, z € P se tiene que:

xeD & z<x = z€D.

Denotaremos mediante % (P) a la familia de todos los subconjuntos
decrecientes de P.
Ejemplo

m P es decreciente (consecuente trivial).

B O lo es (antecedente falso).

m d| es decreciente (por transitividad).

m Cualquier conjunto de atomos junto con el primer elemento.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea

Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021 7/17



Conjuntos decrecientes de un poset

D devewde i jxaeP (&<X6D=>i~eD/
Lema

Si D, y D, son decrecientes en (P, <), entonces D, ﬂ Dz yD] U D, también
lo son.

=< o 6D7/7D1_ &eﬁv ;jfeﬁvgwj
~el = e )
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema
SiD, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N\ D, y Dy U D, también

lo son. T clﬂ/ chLl e privc 2/>

El Probar la segunda afirmacién.
B . Valen las mismas propiedades de clausura para los ideales principales?
B ;Cuantos decrecientes tiene ({2,4,3,9},[)? = P
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema

Si D, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N\ D, y Dy U D, también
lo son.

Ejercicio
El Probar la segunda afirmacién.

B . Valen las mismas propiedades de clausura para los ideales principales?
B ;Cuantos decrecientes tiene ({2,4,3,9},|)? — Actividad en Aula virtual!
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Conjuntos decrecientes de un poset

Lema

Si D, y D, son decrecientes en (P, <), entonces Dy N\ D, y Dy U D, también
lo son.

El Probar la segunda afirmacion.
H . Valen las mismas propiedades de clausura para los ideales principales?
B ;Cuantos decrecientes tiene ({2,4,3,9},|)? — Actividad en Aula virtual!

Corolario
(9 (P), C) es un subreticulado de (9 (P), C), y luego es distributivo.

=
e
=
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)

Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9(Irr(L)) @7/(@ / é)
F(L);ﬂﬂo@)) x—{aelr(l):a<x} = Fk)

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea

Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021 9/17



Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)
Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion
F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}
es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

Notemos:

m {a €Irr(L) : a < x} siempre es un decreciente de Irr(L) (esta bien
definida).
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)
Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion
F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}
es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

Notemos:

m {a €Irr(L) : a < x} siempre es un decreciente de Irr(L) (esta bien

definida). x <) — &) < Flx)

m Probaremos la propiedad de Separaciéon usando V-irreducibles.

=
e
=
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)
Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

Notemos:

m {a €Irr(L) : a < x} siempre es un decreciente de Irr(L) (esta bien
definida).

m Probaremos la propiedad de Separacion usando V-irreducibles. Como
antes, esto nos daré que L se incrusta en % (Irr(L)).
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Representacion de reticulados distributivos finitos

Teorema (Birkhoff)
Sea L un reticulado distributivo finito. Entonces la funcion

F:L—9%(Irr(L))
x—{ae€lrr(L):a<x}

es un isomorfismo entre (L, <) y (9 (Irr(L)), C) con inversa sup.

Notemos:

m {a €Irr(L) : a < x} siempre es un decreciente de Irr(L) (esta bien
definida).

m Probaremos la propiedad de Separacion usando V-irreducibles. Como
antes, esto nos daré que L se incrusta en % (Irr(L)).

m La distributividad se usa solamente para ver que F(sup D) = D para
todo D € 9 (Irr(L)) (luego F es sobre).
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x ;{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.

SU)OLPOYZC(Q [ {Z:(:L;’ tex & g{ﬁib

Tiere i o & KL\EM'
Afirm0  6_e T, (L), SUP_ 1%““ o, = 3 {;/C:‘éo\

R
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax < y.

Prueba del Teorema de Representacion.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax < y.

Prueba del Teorema de Representacion.

m [’ preservan el orden en ambas direcciones.
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Prueba del Teorema de Birkhoff

FQO = {oe IV/(L) ; &QXE

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax <'y.
Prueba del Teorema de Representacion.

m [’ preservan el orden en ambas direcciones.
Igual que antes
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Lema (Separacion)
Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax < y.

Prueba del Teorema de Representacion.

m [’ preservan el orden en ambas direcciones.
Igual que antes
B D=F(supD)={a € Irr(B) : a <supD} paratodo D € % (Irr(B)).
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Prueba del Teorema de Birkhoff

Fé() V= (&e IV//L) : &gxk

Lema (Separacion)

Sea L un reticulado (arbitrario) finito. Para todo x,y € L tales que x j{ y existe
aclrr(L) talquea <xya % y. F(x) C F(y) implicax < y.

Prueba del Teorema de Representacion.

m [’ preservan el orden en ambas direcciones.
Igual que antes
m D=F(supD)={a € Irr(B) : a < sup D} paratodo D € % (Irr(B)).
(< D ) -] ) v Vemos las dos inclusiones como antes
F (W D)e D= o
5‘/}’ &(s\)@b:s%{Qw‘“;g‘?i;&V -V &A&J

6z e, U ez (ba) Vo vISIe) L el
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Nueva caracterizacién de la distributividad

Vimos que

F:L—9(Irr(L))
x—={aclr(l):a<x}

incrusta L en su imagen F(L) C % (Irr(L)) sin usar distributividad.
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Nueva caracterizacién de la distributividad

Vimos que

F:L—9(Irr(L))
x—={aclr(l):a<x}

incrusta L en suimagen F (L) C 9 (Irr(L)) sin usar distributividad.

Esta solo se usa para ver que F es sobreyectiva. Y si acaso lo fuera,
automaticamente es un isomorfismo porgue preserva el orden en ambas
direcciones.
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Nueva caracterizacién de la distributividad

Vimos que Swa! /\l/ — /\U
i «+]

F:L—9(Irr(L))
x—={aclr(l):a<x}

incrusta L en su imagen F(L) C % (Irr(L)) sin usar distributividad.

Esta solo se usa para ver que F es sobreyectiva. Y si acaso lo fuera,
automaticamente es un isomorfismo porgue preserva el orden en ambas
direcciones.

Para conjuntos finitos, la Gnica manera de que una inyeccién no sea
sobreyectiva es que el codominio tenga cardinal mas grande que su dominio.
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Nueva caracterizacién de la distributividad

Vimos que

F:L—9(Irr(L))
x—={aclr(l):a<x}

incrusta L en su imagen F(L) C % (Irr(L)) sin usar distributividad.

Esta solo se usa para ver que F es sobreyectiva. Y si acaso lo fuera,
automaticamente es un isomorfismo porgue preserva el orden en ambas
direcciones.

Para conjuntos finitos, la Gnica manera de que una inyeccién no sea
sobreyectiva es que el codominio tenga cardinal mas grande que su dominio.
Tenemos entonces:

Teorema

Sea L un reticulado finito. Si |L| > |% (Irr(L))|, entonces L es distributivo.

= & | o
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m (P5E9) para todos a,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aAlc
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m (P5E9) para todos a,b,c € L,

aVb=aVc
= b=cy
aANb=aAlc

m niM;3 ni N5 se incrustan en L.
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Caracterizaciones de distributividad

Teorema
Sea L un reticulado finito. Son equivalentes:
m L es distributivo;
m (Lema 5.1 Apunte) para todos a,b,c € L,

aV(bNc)=(aVb)A(aVc);

m (P5E9) para todos a,b,c € L,
aVb=aVc
= b=cy
aANb=aAlc

ni M3 ni Ns se incrustan en L.

IL| > |%(Irr(L))| (v luego tienen el mismo cardinal).
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" para todo poset L.
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?
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Productos directos de posets
Definicién

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
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Productos directos de posets

Definicion

El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXM=MxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LxM#MXxL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXM=MxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN (is0).
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LxM#MXxL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXM=MxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN (is0).
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2 x2,
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LxM#MXxL L><(M><N)7é( M) x N
perosi LXM=MxL Lx(MxN)=Z(LxM)xN (is0).
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2, 2x3,
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
perosi LxM=M xL LXx(MxN)=

Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2 2x3 2"
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Productos directos de posets

Definicion
El producto directo (L, <;) x (M, <p)de (L,<p)y (M, <j) tiene como
universo a L x M y como orden parcial a la relacion

(x1,01) <txm (x2,y2) <= x1 <px & y1 <m y2.

Definimos ademas L' := Ly L"*! := L x L" paratodo poset L.  ¢L°?

Diferencias y similitudes con la multiplicacion

LXM+#MXL LX(MxN)#(LxM)xN
perosi LxM=MxL Lx (MxN)=(L ) X N (iso)
Ejemplo
A las cadenas de 2, 3, 4, ...elementos las denotaremos 2, 3, 4, etc.
2x2, 2x3 2"=9{l,...,n}) (P7E13a).

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021 13/17



Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién
El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como

universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (X1 AL X2, 1 Am y2)
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién

El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como
universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (X1 AL X2, 1 Am y2)

Ejercicio

E (P7E8b) Comprobar que esta definicién es coherente con la del producto
como posets.
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Productos directos de reticulos

También se pueden hacer productos de estructuras algebraicas.
Definicién

El producto directo (L, V,Ar) X (M, Va, Ay) de dos reticulos tiene como
universo a L x M y operaciones definidas coordenada a coordenada:

(x1,31) Vixm (x2,y2) := (x1 VL X2, 1 Vi y2)
(x1,31) Axm (x2,¥2) := (X1 AL X2, 1 Am y2)

Ejercicio

E (P7E8b) Comprobar que esta definicién es coherente con la del producto
como posets.

B (*) Definir producto infinito o potencia infinita de estructuras.
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Suma de posets

Si tenemos productos. . . ;c6mo no vamos a tener sumas?
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ;cOmo no vamos a tener sumas?
Definicion
La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene

como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ;,cémo no vamos a tener sumas?
Definicion

La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene
como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)

(Para estructuras algebraicas es mas dificil definir la suma directa).
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Suma de posets

Si tenemos productos. .. ,cémo no vamos a tener sumas?

Definicién

La suma directa (L, <;) @ (M, <p) de (L, <)y (M, <p) disjuntos tiene
como universo a L U M y al orden parcial definido por casos:

X<pemy <= (x,yeL & x<py)o(x,yeM & x <y y)

(Para estructuras algebraicas es mas dificil definir la suma directa).
La suma directa de posets corresponde a poner “uno al lado del otro”, sin
relacion entre ellos —de hecho, (<paun) = (<1) U (<uy).
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Caracterizacién de D,

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente

enLyDNMloesenM.
m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).
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Caracterizacion de D,

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente

enLyDNMloesenM.
m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).

Teorema
Para todo par de posets Ly M, D (L®M) =D (L) x D(M).
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Caracterizacion de D,

Ejercicios

m SiD C L UM es decreciente en L & M, entonces D N L es decreciente
enLyDNMloesenM.

m Si D C L es decreciente en L, entonces lo es en L & M (idem D C M).

Teorema

Para todo par de posets Ly M, D (L®M) =D (L) x D(M).

Corolario (Caracterizacion de D,,)

Todo poset de divisores es un producto de cadenas (usa P7E4b).

=
e
=

Badano, Gramaglia, PST, Tellechea

Introduccion a la Légica y la Computacion FaMAF, 08/09/2021



Fin de la Primera Parte
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