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Introduccion Procesos de Markov Etiquetados (PME) Resultado:

La proximas dos horas hablaremos de. ..

1) Introduccién
o Un poco de verso

o Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)
O Logicas Modales

2) Procesos de Markov Etiquetados (PME)
o Ahora, Probabilidades
o Teoria de Conjuntos Descriptiva

3) Resultados
o Contraejemplos
o Trabajo Futuro
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Introduccion

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
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Resultados

Un poco de verso

Procesos de Decision de Markov

Algunas propiedades de nuestros sistemas

o Son sistemas reactivos. Tendran un conjunto de estados internos
Sy acciones etiquetadas por un conjunto L.

o Nuestros modelos evolucionan con el tiempo, que consideramos
discreto, interactuando con el medio a través de L.

o Las transiciones del sistema no dependen de la historia pasada.
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Un poco de verso

os de Markov Etiquetados (PME)

Botones, letras y colores
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Un poco de verso

Botones, letras y colores

Resultados

Todos habilitados

“Deadlock”
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Introduccion
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas € Syac€ L.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)
(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas € Syac€ L.

Notacion. s = s si s’ € T,(s).

- a
Observar: Esto no es otra cosa que el modelo relacional (S,{—}4er)
con lenguaje L.
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sos de Markov Etiquetados (PME)
fe]e] Tololelelele) o

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Un modelo de juguete

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)
(S,L,T) tales que T,(s) C Sparacadas € Syac€ L.

Notacion. s = s si s’ € T,(s).

- a
Observar: Esto no es otra cosa que el modelo relacional (S,{—}4er)
con lenguaje L.

$° ' A t, Decimos que s simula a 7 porque s
o puede aceptar todas las
b 5 “sucesiones de acciones” que ¢
b €| acepta.
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Introduccion

000e00000

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

Q5
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.
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esos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.
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esos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

%
Q5 A
So t2 I:tl a>t2 b7t3
b G b B 1l : s a,s»
o 13

13
&

o}



esos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

t
Q5 A
So t2 I:tl a>t2 b7t3
b G " E Il : 51 a,s b, s3
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

t
Q5 e} 1/
S to I:1 a,t b,t3
b G " E Il : 51 a,s b, s3

.7 . a .
Es una relacion R tal que si s; Rty y 11 — t, entonces existe s, tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s1 simula a s;.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

95, E 3gh

I:1
b P IIZSl
o

a, b b7t3

a,s b,s3

.7 . a .
Es una relacion R tal que si s Rt y t; — t, entonces existe s, tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s1 simula a s;.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

s~ R gl
1 I:1n a,t b,t3
b G " E Il : 51 a,s b, s3
o

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s1 simula a s;.
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S1 5 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s1 simula a s;.

ut
it
N)
» @
DI



Introduccion
000®00000

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

QSI/E\ Qtl
o R <
So — 31 I:1 a,t b,t3
b G " E Il : 51 a,s b, s3
o

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S1 5 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s1 simula a s;.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Bisimulacion

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s; es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que sy Rt;.

ut
it
N)
» @
DI



Introduccion Procesos de Markov Etiquetados (PME) Resultados
0000®0000 0000

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Bisimulacion

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s; es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que sy Rt;.

h Notar: La bisimulacién es mas fina
gue la “doble simulacién”. Es decir,
si s1 es bisimilar a 7, entonces s

b = b simula #; y t; simula a s;, pero no
reciprocamente.
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Introduccion Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Resultados
0000®0000 o

Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Bisimulacién
Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s; es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que sy Rt;.

95, Qtl Notar: La bisin*llulaciérlwles mas fina
que la “doble simulacion”. Es decir,
si s1 es bisimilar a 7, entonces s

b = b simula #; y t; simula a s;, pero no
reciprocamente.

o o

R simétrica <= El jugador I puede cambiar de sistema en su turno. J
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
Q5

transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

Qtl/

P Il : 54

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s simula a s;.

ut
it
N)
» @
DI



Introduccion
00000e000

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
Q5

transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

I:1
b P HZS]
o

a,b

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s simula a s;.
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Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

7
5 Q 1/
S 1 I: 1 a,tp
b G b B 1l : s a,s»
Q

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s simula a s;.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

7
5 Q 1/
S5 to It ant 52,C,54
b G b B 1l : s a,s»
o £

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s simula a s;.
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
Sistemas de Transiciones Etiquetados (STE)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Resultados

Supongamos dados dos jugadores, I y II, que juegan respectivas
transiciones en sendos STE comenzando por s y 1.

7
5 Q 1/
S5 to It ant 52,C,54
b G bl % B 1l : s a,s»

(fin)

Es una relacién R tal que si s; Rty y 1 % 1, entonces existe s tal que
S~ 52 y s Rt,. En ese caso diremos que s simula a s;.
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?l‘??gsos de Markov Etiquetados (PME)
Logicas Modales .
Logica para la bisimulacion

Resultado.

Logica de Hennessy-Milner (HML)

e=T1]-¢| Aoi | (a)y




L o]

Logicas Modales

esos de Markov Etiquetados (PME)

Simulacién y Bisimulacion en STE

Bisimulacion

Es una relacién de simulacion simétrica. Diremos que s; es bisimilar
a t; si existe una bisimulacion R tal que s1 Rt;.

@51

“t1 puede hacer una transicion a
después de la cual no puede hacer
( una c”.
A t = (a)~{c)T
o s1 fE (@)~ {c)T
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Logicas Modales

Logica para la bisimulacion

Légica de Hennessy-Milner (HML)

e=T1]-¢| Aoi | (a)y

Caracterizacion Légica de la Bisimulacion

Dos estados de un STE son bisimilares si y solo si satisfacen las
mismas férmulas de la l6gica modal HML.
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Ahora, Probabilidades

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
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Resultado.

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Definicion (Desharnais et al.)

(S,S8,L,T) tales que T,(s) € P(S) paracada s € Sy a € L, donde:
o (S,S) es un espacio medible;

o P(S) es el espacio de medidas de probabilidad sobre (S,.5);
o T, es medible.

Notacion. s % usiu = T,(s).
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Resultados
0®00 o

Ahora, Probabilidades

Bisimulacién en PME

Definicion
Una relacién R es una bisimulacién en un PME si es simétrica y para

. a . a
todos s1,11,V, si sy Rt y t; — V entonces existe ytalque s; - uy
URV.
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Introduccion Procesos de Markov Etiquetados (PME) Resultados
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Ahora, Probabilidades

Bisimulacién en PME

Definicién

Una relacién R es una bisimulacién en un PME si es simétrica y para

. a . a
todos s1,11,V, si sy Rt y t; — V entonces existe ytalque s; - uy
URV.

Con probabilidad mayor a

S t 1
19 Q 1 31 51 p}Jede hacer una
transicion a y luego hacer c.
11 no.
. c
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)
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Ahora, Probabilidades

Bisimulacién en PME

Definicion
Una relacién R es una bisimulacién en un PME si es simétrica y para

. a . a
todos s1,11,V, si sy Rt y t; — V entonces existe ytalque s; - uy
URV.

Con probabilidad mayor a
Q Qtl 1, s1 puede hacer una

a ( transicion a y luego hacer c.
11 no.

c b c S1 ): <a>1 <C>0T

) 1 - (a)

Wl

<C>0T
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

jele] le]

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Resultado.

Una pizca de Teoria de Conjuntos Descriptiva

Definicion

Un espacio topoldgico es analitico si es la imagen continua de un
conjunto boreliano (v.g., de reales).




Procesos de Markov Etiquetados (PME) Resultado.
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Una pizca de Teoria de Conjuntos Descriptiva

Definicion
Un espacio topoldgico es analitico si es la imagen continua de un
conjunto boreliano (v.g., de reales).

Un espacio medible es analitico si es isomorfo a (A,B(A)) con A un
espacio analitico.
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Una pizca de Teoria de Conjuntos Descriptiva

Definicion
Un espacio topoldgico es analitico si es la imagen continua de un
conjunto boreliano (v.g., de reales).

Un espacio medible es analitico si es isomorfo a (A,B(A)) con A un
espacio analitico.

Ejemplos
o la capsula convexa de un conjunto boreliano de R";

o la relacion de isomorfismo entre estructuras contables.

u]

o)

I

ut

it

N)

2 (
o WSt



Procesos de Markov Etiquetados (PME)
®0

Teoria de Conjuntos Descriptiva

Una pizca de Teoria de Conjuntos Descriptiva

Definicion

Un espacio topoldgico es analitico si es la imagen continua de un
conjunto boreliano (v.g., de reales).

Un espacio medible es analitico si es isomorfo a (A,B(A)) con A un
espacio analitico.

Ejemplos
o la capsula convexa de un conjunto boreliano de R";

o la relacion de isomorfismo entre estructuras contables.

Teorema

(Suslin) Hay subconjuntos analiticos de R que no son borelianos.
(Lusin) Todo conjunto analitico es medible Lebesgue.
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Teoria de Conjuntos Descriptiva
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Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Resultado.

Légica para la bisimulacion en PME

HML, (e.g., Larsen y Skou)

O=T | AP | (a)¥, ¢q€Q
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Procesos de Markov Etiquetados (PME)
oe

Légica para la bisimulacion en PME

HML, (e.g., Larsen y Skou)

O=T | QA | (a)gVy,

q€Q
Caracterizacién Logica de la Bisimulacion (Danos et al.)

Dos estados de un PME (S, 5, L, T) con (S,S) analitico son bisimilares
si y sélo si satisfacen las mismas formulas de la I6gica modal HML,,

4
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Légica para la bisimulacion en PME

HML, (e.g., Larsen y Skou)

O=T | AP | (a)¥, ¢q€Q

Caracterizacién Logica de la Bisimulacion (Danos et al.)

Dos estados de un PME (S, 5, L, T) con (S,S) analitico son bisimilares
si y sélo si satisfacen las mismas formulas de la I6gica modal HML,,

4

Idea de la prueba: “Cocientar” (S,S,L,T) por la relacién de
equivalencia légica =. (S/=,5/=) es analitico.
[@] :={s € S:s =@} es un conjunto medible (esta en .S).
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Légica para la bisimulacion en PME

HML, (e.g., Larsen y Skou)

O=T | AP | (a)¥, ¢q€Q

Caracterizacién Logica de la Bisimulacion (Danos et al.)

Dos estados de un PME (S, 5, L, T) con (S,S) analitico son bisimilares
si y sélo si satisfacen las mismas formulas de la I6gica modal HML,,

4

Idea de la prueba: “Cocientar” (S,S,L,T) por la relacién de
equivalencia légica =. (S/=,5/=) es analitico.

[@] :={s € S:s =@} es un conjunto medible (esta en .S).

La familia {[¢] : ¢ € HML,} es contable y separa puntos en §/=.
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Teoria de Conjuntos Descriptiva

Légica para la bisimulacion en PME

HML, (e.g., Larsen y Skou)

O=T | AP | (a)¥, ¢q€Q

Caracterizacién Logica de la Bisimulacion (Danos et al.)

Dos estados de un PME (S, 5, L, T) con (S,S) analitico son bisimilares
si y sélo si satisfacen las mismas formulas de la I6gica modal HML,,

4

Idea de la prueba: “Cocientar” (S,S,L,T) por la relacién de
equivalencia légica =. (S/=,5/=) es analitico.

[@] :={s € S:s =@} es un conjunto medible (esta en .S).

La familia {[¢] : ¢ € HML,} es contable y separa puntos en §/=.
Una subfamilia contable de .$/= que separa puntos debe generar
S/=.
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Contraejemplos

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Extensiones de Medidas

Resultados
®00000

... ¢€s necesario que (S,.5) sea analitico? ;Qué tiene que ver esto
con la légica y la bisimulacién (Danos et al.)?
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Introduccion

Contraejemplos

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Extensiones de Medidas

Resul}gdys
... ¢€s necesario que (S,.5) sea analitico? ;Qué tiene que ver esto
con la légica y la bisimulacién (Danos et al.)?
Observacion: los conjuntos que la légica puede “ver” son los
elementos de o({[¢@] : ¢ € HML,}).
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Contraejemplos

Extensiones de Medidas

.. ¢es necesario que (S,.5) sea analitico? ¢ Qué tiene que ver esto
con la légica y la bisimulacién (Danos et al.)?

Observacion: los conjuntos que la légica puede “ver” son los
elementos de o({[¢@] : ¢ € HML,}). J

Teorema (to$ y Marczewski)

Sea u una medida finita sobre (S,.5), V C S,y sea (V) < < u (V).

<u
Luego hay una extensién i de ua o(SU{V}) tal que a(V) = .
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Resultados
oeo

HML, no caracteriza la Bisimulacion
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Contraejemplos

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Resultados
00®000

Indemostrabilidad en Conjuntos Proyectivos

Lema (Godel)

V = L implica que hay conjuntos Zi no medibles Lebesgue
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Contraejemplos

Resultados
ooe

Indemostrabilidad en Conjuntos Proyectivos

Lema (Godel)

V = L implica que hay conjuntos Zi no medibles Lebesgue.

v
La caracterizacion logica de la bisimulacion no puede ser demostrada
para PME sobre espacios Zé.
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Trabajo Futuro

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

000e00

Trabajo Futuro (“mejor tenélo listo para esta tarde...”)

o Lindo problema: estudiar la expresividad de la légica en espacios
coanaliticos.
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0000 [e]eleY Tole}
Trabajo Futuro

Trabajo Futuro (“mejor tenélo listo para esta tarde...”)

o Lindo problema: estudiar la expresividad de la légica en espacios
coanaliticos.

o La construccién de un contraejemplo, ¢ requiere un conjunto no
medible, e.g., Lebesgue?
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Trabajo Futuro (“mejor tenélo listo para esta tarde...”)

o Lindo problema: estudiar la expresividad de la légica en espacios
coanaliticos.

o La construccién de un contraejemplo, ¢ requiere un conjunto no
medible, e.g., Lebesgue?

o jConseguir gente que se interese en esto!
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Trabajo Futuro

Procesos de Markov Etiquetados (PME)

Resultados
( oeo

iMuchas Gracias!




Introduccion Procesos de Markov Etiquetados (PME) Resultados
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Trabajo Futuro
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