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1. Los ingredientes.

Vamos a estudiar Teoria de Numeros, es decir, las propiedades de los niimeros enteros
Z (también llamada Aritmética por los entendidos). Por ello, salvo que se indique lo
contrario, cuando digamos ‘nimero” nos vamos a referir a “ntimero entero”, y todas las
variables que aparezcan se moveran en Z.

En esta seccién revisaremos ciertas nociones basicas de la teoria de niimeros que son
imprescindibles para comenzar.

1.1. Divisibilidad.

La primera —y la més importante de ellas— es la de divisibilidad.

Definicién 1. Diremos que a divide a b (sinénimos: “a es factor de b”, “a es divisor b”,
“b es multiplo de a”, “b es divisible por a”) y escribiremos “a |b” cuando exista c tal que
ac = b.

Ejemplo 1. 3 divide a 6 pues 3-2 = 6. Si 4| a entonces 2 | a, pues sabemos que existe ¢
tal que 4c = a y en consecuencia 2(2c) = a. Es decir, existe un nimero d (d = 2¢ en este
caso) tal que 2d = a.

Lemaa 2. Para todos los a, b y c,
1. a|b implica a | be;
2. a|byb|cimplican a|c;
3. a|byalcimplican a|b+ c;

Prueba. Si a | b, existe d tal que ad = b. Luego, a(dc) = (ad)c = bc y en consecuencia,
a | be. Esto prueba la primera afirmacion.
Para la segunda, por hipétesis existe d tal que ad = b y un e tal que be = c. Entonces
¢ = be = (ad)e = a(de) y concluimos que a | c.
Por 1ltimo, tenemos como hipdtesis en el tercer enunciado existen d y e tales que
ad =by ae = c. Luego
b+c=ad+ ae=a(d+e),

con lo que concluimos que a | b+ c. O



Ejercicio 1 (Gentile [1991]). Decidir si son verdaderos o falsos:
1. Si un ntmero es divisible por 6 entonces es divisible por 3.
2. Si un numero es divisible por 6 entonces no es divisible por 9
3. Si un numero es par, su cuadrado es par.

4. Si el cuadrado de un ntimero es par, el nimero es par.
5. a|b+cimplicaa|bdalc.
6. ac|bc implica a | b.
7. a|b?* implica a | b.
8. a|a -+ b implica a | b.
9. a* | b* implica a | b.
10. a*| b® implica a | b.
Ahora enunciaremos un teorema tan conocido como 1til:

Teorema 3 (Algoritmo de la divisién). Para todos a # 0 y b existen dnicos q y r tales
que
b=gqga+r con0<r <lal

Decimos que q es el cociente y r el resto de la division de b por a.

Entonces, es equivalente decir que a | b o que el resto de la divisién de b por a es 0.

Ejemplo 2. 14 = 4 - 3 + 2, luego 3 no divide a 14 por la unicidad del Algoritmo de la
division. jOjo! el resto de la division nunca es negativo, sean como sean los niimeros a y
b. El cociente de la divisién de —6 por 5 es —2 (jno —1!) y el resto es 4.

1.2. mdc y mmc (ain’t drugs, buddy).

Definicién 4. d es el mdzimo divisor comin de a y b (mdc) sid >0, d|a, d|b (es un
divisor en comin positivo) y cada vez que ¢|a y ¢|b se da c|d, para todo c. Escribiremos
entonces “d = (a;b)”. Si (a;b) = 1, diremos que a y b son coprimos. m es el minimo
maltiplo comin de a y b (mmc) sim > 0, a|m, b|my cada vez que a|cy b|c se da
m | c. Usamos la notacién [a; b] para el minimo comin multiplo.

Nota 1. Las definiciones de mdc y mmec dadas més arriba son muy similares; en esencia
son las mismas, nada més que se da vuelta la relaciéon “... | ...”; en otras palabras, son
duales.

) =6, pues 6|12y 6|18,
), divide a 6. 18 y 25 son

Ejemplo 3. El maximo divisor comtin entre 12 y 18 es (12;1
y todo otro divisor comin, digamos, 3 (3-4 =12,3-6 =1
coprimos, (18;25) = 1.
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Ejercicio 2. Supongamos a, b y ¢ positivos. Probar:

L. (a;a+1)=1



2. Para todo k, (a;ka + b) = (a;b). En particular, (a;b+ a) = (a;b — a) = (a;b).
(a;b) = a siy soélosialb.
(a;b) = [a; b] implica a = b.

a) (*) (ca;cb) = c(a;b).

b) ab = (a;b)[a;bl.

¢) [(a;b); ] = ([a; ; [b; ).

Nota 2. El requerimiento de a, b y ¢ sean positivos no es esencial: los resultados siguen
valiendo si tomamos valor absoluto en ambos miembros.

AR

Sean ahora dos ntimeros a y b. Por el algoritmo de la divisiéon sabemos que existen ¢
y 71 tales que b =aq; +r; y 0 <7 < |a|. Ahora bien,

(a;0) = (a; ra + 1) = (a;m),

donde la ultima igualdad se da por el ejercicio 2. Si ahora hacemos la division entera de
a por r1, con cociente ¢ y resto r9, tenemos igualmente

(a;0) = (a;r1) = (r1;a) = (1157192 + 12) = (11572),
con 0 < ry < ry. Sirepetimos este proceso, obtendremos
(a;0) = (a;ry) = (r1;7m2) = (ro;r3) = --+, con

rTL>Tre>1r3 > >0

Eventualmente, para algin n, r,.1 es cero, i.e., r, divide a r,,_;. Luego, por el ejercicio 2,
(a;b) = (rp—1;7n) = . Este proceso se denomina Algoritmo de Euclides.

FEjemplo 4. Hallemos (324; 122).

324 = 122 -2 + 80;
122 =80 - 1 + 42;

80 = 42 -1 + 38;
42 =381+ 4;
38 =4-9+2
4=2.2

Luego, (324;122) = 2.
Teorema 5. Para todos a,b existen r, s tales que (a;b) = ra + sb.

Prueba. Se puede ver el resultado de dos modos.

Uno es tomar el Algoritmo de Euclides y hacerlo “marcha atrds”. Sabemos que (a;b)
es igual a r,. Ahora bien, r,_» = r,_1q, + r,, asi que r, = r,,_s — r,_1¢,. Reemplazando
aqui r,_1 por r,_3 — n_2¢,_1, obtenemos

¢

(CL; b) =Tpn =Tn—2 —Tp-1qn = (_Qn)rn—?) + (]— - QnQn—l)rn—Q-

Retrocediendo de este modo podemos llegar a una expresién de (a;b) como una combi-
nacion lineal entera de a y b.



Para la segunda prueba, sabemos que entre todos los niimeros positivos de la forma
ra + sb existe uno minimo m = Ra + Sb. Ahora bien, se puede ver que todos ellos son
multiplos de tal m. Pues si tomamos el resto 8 de dividir un a = rqa + spb, con ry y s
enteros, por m, tenemos

B =a—qgm=rea+ sob— q(Ra+ Sb) = (rg — qR)a + (so — qS5)b,

con 0 < < m. Por la minimalidad de m, tenemos = 0 y en consecuencia m | «. En
particular, m|a y m|b, y en consecuencia, m | (a;b). Como ademés (a;b) también divide
a todos los nimeros de la forma ra + sb, (a;b) | m. En conclusion, m = (a; b). O

Nota 3. Claramente, la primera prueba es muy 1til porque es constructiva, mientras que
la segunda tiene una idea muy buena guardada: Todo subconjunto M de Z que cumpla
que:

Cada vez que m,n € M, se tienem+ne€ M ym—n € M.

es exactamente el conjunto de miltiplos de un nimero (y, en particular, podemos ele-
gir como este numero al menor nimero positivo del conjunto). Queda la prueba como
ejercicio.

Ejemplo 5. Retomamos el ejemplo anterior; como indica el teorema, retrocedemos cada
paso del célculo del mdc. Para ello, despejamos cada una de las relaciones:

2=38—4-9 (1)
4=42-38-1 (2)
38 =80—42-1 (3)
42=122-80-1 (4)
80 =324 — 122 2. (5)

Reemplazamos el 4 de la ecuacién (1) por su expresion en (2) y, agrupando conveniente-
mente, dejamos afuera el 42 y el 38:

2=38—(42—38-1)-9=42-(—9) +38+38-9=142.(=9) +38-10.

Reemplazamos en esta tltima expresion el 38 usando la ecuacién (3), y dejamos afuera
el 80 y el 42:

2=42-(=9)+ (80 —42-1)-10 =80 - 10 + 42 - (—19).
Reemplazamos el 42 esta vez, usando (4), sacamos el 122 y el 80:
2=80-10+ (122 —-80-1) - (—19) = 122 - (—19) + 80 - 29.
Y repetimos esto usando (5):
2 =122 (—19) + (324 — 122-2) - 29 = 324 - 29 + 122 - (—77)
con lo que (324;122) = 324 - 29 + 122 - (—77).
Ejercicio 3. Encontrar r y s tales que 234r + 128s = (234; 128).

Ejercicio 4. Intentar nuevamente el grupo de ejercicios 5 de la pagina 3.
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Ejercicio 5. Suponga que dispone de un recipiente de 19 litros, otro de 3 litros y otro,
mas grande, de tamano desconocido.

1. ;Coémo haria para dejar 14 litros de agua en el recipiente grande?

2. Suponiendo que la capacidad del recipiente grande es un nimero entero de litros,
explique un procedimiento para averiguarla.

3. ;Como haria para dejar 14 litros en el de 19, suponiendo que no dispone del grande?

Ejercicio 6. (*) Si a|bcy (a;c) =1, entonces a | b.

1.3. Los hijos de los tios.

Como se sospecha por el titulo, trabajaremos con los primos.

Definicién 6. p es primo siy sélo si p # 1y los tinicos divisores positivos de p son 1y |p|
(el valor absoluto de p). Llamaremos p,, al n-ésimo primo positivo. Por ejemplo, p; = 2,
p2 = 3, p; = 11, etcétera.

Teorema 7. Todo niumero mayor que 1 es primo o divisible por algiun primo.

Prueba. La prueba es por induccién. Como la hipdtesis habla de ntimeros mayores a 1,
tomaremos como caso base a n = 2. El resultado vale para 2, pues se da la primera
posibilidad (el teorema dice que se debe dar alguna de ellas). Supongamos el resultado
valido para todos los n < k y lo probemos para n = k. Si k es primo, ya esta. Si no, tiene
algiun divisor positivo distinto de 1 y &, digamos d. Pero como 1 < d < k, d cumple con
la conclusién del teorema por hipéteis inductiva. Luego d es primo (y en consecuencia k
tiene a d como divisor primo) o d tiene un divisor primo c. Ahora tenemos ¢ |d y d | k,
y por el lema 2, ¢ |k y ¢ es un divisor primo de k. Por el principio de induccién queda
completa la prueba. O

Teorema 8 (Euclides). Ezisten infinitos primos positivos.

Prueba. Tomemos los primeros N primos positivos pi, ..., py. Luego, el nimero

N
Q::Hpi+1:pl---pN+1
=1

no es divisible por p; con 7 entre 1 y N. Luego, por el teorema 7, tenemos que o bien () es
primo (mayor a todos los p; y por ende distinto) o es divisible por un primo, que por la
observacion anterior debe ser también mayor que todos los p;. Concluimos que hay mas
de N primos positivos, y como N era arbitrario, deducimos que hay infinitos primos. [

Nota 4. Falta decir arriba que existe algiin primo positivo (;por qué?).
Ejercicio 7. Si p es primo y no divide a a, entonces (a;p) = 1.
Proposiciéon 9. p # 1 es primo si y sélo si para todos a y b, se da

plab=pla dp]|b.



Prueba. (<) Supongamos que p no es primo; luego existen ¢ y d tales que ¢,d < py
p = cd. Luego p | ed pero no valen p | ¢ ni p | d.

(=) Supongamos que p fa. Luego, por el ejercicio 7 tenemos (a; p) = 1. Por el teorema 5,
existen r y s tales que ra 4+ sp = 1. Multiplicando ambos miembros por b, obtenemos
rab + sbp = b. Como p divide al primer miembro, también divide al segundo, asi que
tenemos lo que querfamos (<— jy esto es una prueba del ejercicio 6!). O

Teorema 10 (Fundamental de la Aritmética, TFA). Todo entero mayor que 1 se factoriza
en primos positivos en forma unica.

Prueba. Primero debemos aclarar qué se quiere decir con que la factorizacion es tinica.
La idea es que las siguientes factorizaciones del niimero 12, por ejemplo, sean las mismas:

2.2.3,2:3.2,3-2-2,

o0 sea, que aparezcan los mismos factores igual cantidad de veces. Por el teorema 7 y usan-
do induccién puede verse que todo nimero puede expresarse como producto de primos.
Probemos por induccién en la cantidad minima de factores primos de n que la factoriza-
cién es unica. Asi, supongamos que todos los niimeros con una factorizacién en [ factores
primos o menos se factoriza de manera tinica y sea n con dos factorizaciones

nzpl"'pl+1ynzpl1"‘p/m-

Si m <[, listo. Si no, como p;41 divide a n = p) ---p/,, debe dividir a alguno de los pf,
digamos p... Pero entonces p;y1 = p.. y podemos simplificar.
— n ! / / /
PiPi= ——=DP1" " DPr_1Pry1" " DPm-
Di+1

Por hipétesis inductiva los p) (i # r) son exactamente los p; (i # [ + 1) en algtin orden,
y multiplicando de nuevo por p;y; obtenemos el resultado. O]

Ejercicio 8. Probar que todo primo mayor a 3 se puede escribir de la forma 6k + 1 o
6k + 5. Demostrar que {3,5,7} forman la tnica terna de primos consecutivos (i.e., cuya
diferencia es 2).

1.4. No ser incongruente.

Definicién 11. Diremos que a es congruente a b mdodulo m y escribimos “a =b méd (m)”
siy sélosim|a—b.

Lemaa 12. Se cumplen las siguientes propiedades de la congruencia modulo:
1. a=a mbd (m);
2. a=b méd (m) siy sélo sib=a méd (m);
3. a=b méd (m) yb=c méd (m) implican a = ¢ méd (m);

“

es decir, “. ..es congruente a ... modulo m” es una relacion de equivalencia.



Prueba. Para la primera, por definicién de congruencia médulo basta ver que m|a—a = 0,
pero como todo m divide a cero (m -0 = 0), el resultado es siempre valido.

Para la segunda, supongamos que a = b méd (m), es decir, m|a—b. Pero esto iltimo
significa que existe algun k tal que a —b = km. Luego b—a = —(a—b) = —km = (—k)m,
y tenemos que m | b — a. Por definicién, obtenemos b = a méd (m).

Dejamos la tercera como ejercicio. O]

Lemaa 13. Supongamos a =b méd (m) y ¢ =d méd (m). Tenemos:
I.a+c=b+d méd (m), y
2. ac =bd méd (m).

Le., la congruencia modulo preserva las operaciones aritméticas.

Prueba. Probamos sélo la primera de ellas. Si m|a —by m|c—d, m divide a la suma
de ambos nimeros, esto es, m | a — b + ¢ — d. Reordenando tenemos m | a + ¢ — (b + d),
que era lo que queriamos probar. O

Ejercicio 9. Sean a, b y m como en el lema. Ver que para todo ¢ > 0,
a® =0 méd (m)
(Ayuda: Induccién).

Ejemplo 6. Para ver la utilidad del uso de las congruencias médulo, calculemos cual es
la cifra de las unidades u del desarrollo decimal de 9999%%%?. Sabemos que la cifra de las
unidades de un nimero es su resto en la divisién por 10, asi que 9999%% = 4 mdd (10).
Pero 9999 = —1 méd (10) (pues 10 | 9999 — (—1) = 10000), y luego —1 = (=1)%% =y
méd (10). Ahora, el tinico niimero entre 0 y 9 que sea congruente a —1 médulo 10 es 9,
y en conclusion u = 9.

Ejercicio 10. Probar las siguientes propiedades de la congruencia moédulo.
1. Sin|m,sedaa=0b méd (m)=a=>b modd (n).
2. ac=bc méd (m) y (¢;m) =1 1implica a =b méd (m).

3. a=b méd (m) = (a;m) = (b;m).

2. Recetario.

2.1. Reglas de divisibilidad.

Repasemos brevemente los criterios de divisibilidad més conocidos, y algunos no tanto.
Todos son consecuencia directa de los resultados ya vistos.

Divisibilidad por potencias de 2 y de 5.

Fécilmente, para todo niimero n tenemos n = 10g+wu con 0 < u < 9 por el Algoritmo
de la divisién. Como el primer sumando es divisible por 2 y por 5, tenemos que n es
divisible por 2 o por 5 si y sélo si u (la cifra de las unidades de n) es divisible por ellos.
En general, y con la misma prueba (tomando resto médulo 10") se demuestra que un
nimero es divisible por 2" 6 5" si y s6lo si el nimero formado por sus tltimas r cifras lo
es.



Divisibilidad por 7.

Un nimero n es miltiplo de 7 si y sélo si lo es el nimero formado por las cifras de n
sin las unidades, restdndole el doble de las unidades. Es decir, si n = 10¢ + u, 7| n si y
sélo si 7| ¢ — 2u. Para verlo, tenemos

10¢g+u=0 mdd (7),

que es equivalente a
3¢g+u=0 mdd (7)

lo cual sucede si y sdlo si
6g+2u=2u—qg=0 méd (7)
(para la parte (<) uso que (2;7) = 1). Por ultimo, la dltima igualdad se da si y sélo si

g—2u=0 mébd (7).

idem... por 3,9y 11.

i Por qué funcionan los criterios de divisibilidad por dichos nimeros? Vamos a ver el
del 9. Sabemos que 10 = 1 mdd (9). Luego, por el ejercicio 9, 10" = 1 mdéd (9) para
todo n. Ahora bien, si d,,d,,_1 ...d; es un nimero de n cifras,

dudp_1 - dy = 10"d,, + 10" dy_y + -+ 10dy +dy = dp+dyy + -+ do+d; méd (9).

Luego, todo nimero es congruente a la suma de sus cifras, médulo 9 (y también vale
médulo 3 por el ejercicio 10.1).

El criterio para 11 puede obtenerse facilmente considerando que 10 = —1 méd (11)
y, en consecuencia,

10" =1 mdd (11) sinespar,y 10" =—1 mdéd (11) si n es impar.

Ejercicio 11. Demostrar que d,d,,_1 . ..d; es divisible por 13 si y sélo si dy — 3dy — 4d3 —
ds + 3ds + 4dg + ... lo es.

Ejercicio 12. Hallar un criterio semejante al anterior para 7 y para 17.

2.2. Testeo de restos.

Un método muy bueno para ver si una ecuacion en Z tiene solucién o no es fijarse en
el comportamiento de dicha ecuacion en las distintas congruencias.

Ejemplo 7. Demostrar que 322 4+ 2 = 4% no admite soluciones enteras.

Basta fijarse que la misma ecuacion no tiene soluciones moédulo 3. jPor qué? Si X e
Y cumplieran dicha ecuacién, tendriamos

3-X242=Y72,
e inmediatamente (por el lema 13 y el ejercicio 9),

3-X24+2=2=Y? mdd (3), (6)



pues 3 =0 mdd (3). Pero un niimero arbitrario es congruente a 0, 1 6 2 médulo 3, asi que
su cuadrado sera congruente a 0, 1 o 4; como este ultimo es congruente a 1, se deduce que
todo cuadrado perfecto es congruente a 0 6 a 1 mdédulo 3. Pero esto contradice claramente
la ecuacién (6), asi que por lo tanto no existe y tal que 322 + 2 = y2.

En el razonamiento anterior se aprecia el uso de lo que se conoce por residuo cuadrdti-
co. Diremos que r es residuo cuadréatico médulo m si y sélo si existe a tal que r = a?
méd (m). Podemos concluir que 0 y 1 son residuos cuadréticos médulo 3, y el 2 no.

Ejercicio 13. Encontrar los residuos cuadraticos médulo 4, 5, 7y 8

En general, se puede hablar de un residuo r ctbico, cuartico, ..., médulo m si existe
un a tal que r = a® méd (m), r =a* moéd (m), ..., respectivamente.

2.3. Cantidad de cifras de un numero entero.

Sabemos que un niimero entero n tiene c cifras si y sélo si 107! < n < 10¢. Por ejem-
plo, 34 (con 2 cifras) satisface 10°~! = 10 < 34 < 100 = 10%. Luego, usando logaritmos
podemos obtener la cantidad de cifras de nimero arbitrario. Supongamos

107" <n < 10°
Si tomamos logaritmo en base 10 a cada miembro, obtenemos,
c—1=1log (10°7") <log(n) < log (10°) =,
es decir,
c—1<log(n) <e,

donde log(-) es el logaritmo decimal. Resumiendo, ¢ es la parte entera de log(n) més 1,
|log(n)]| 4+ 1. Todo esto sirve de igual modo para cualquier base si reemplazamos cada
“10” por la base en cuestién y el logaritmo decimal por el logaritmo en dicha base.

Podemos recordar las propiedades del logaritmo que seran muy ttiles. Para todos a,
b v ¢ positivos,

« log, (1) = 0.

« log,(a) = 1.

- log, (b) + log,(c) = log, (bc).
= log, (i) = ¢ - log, (b).

Ejercicio 14. 1. ;Cuantas cifras tiene 1234567'234567? (Se puede usar calculadora.)

6100000!

2. Encontrar la cantidad de cifras de 1 en base 2 (no se puede usar calculadora).

2.4. Forma factorizada de miiltiplos y divisores.

Una vez que tenemos el teorema de factorizacién tnica en primos, podemos expresar
a los multiplos y divisores de un ntimero cualquiera de una manera muy practica. Para
facilitar las cuentas, lo haremos para naturales exclusivamente. Supongamos que nuestro

n es igual a
el €2 o €;
Py by = Hpila
pi

9



donde el producto corre sobre todos los primos (;Cémo? Asi, por ejemplo: 12 es igual a
22 . 3! pero también es igual a

22.30.59=92.31.50.70 —92.31.50.70 110 — ...

Es decir, puedo poner tantos primos p; como quiera mientras sus exponentes e; sean
nulos. Fin del paréntesis.) y supongamos que d | n. Luego, si la factorizacion de d es

pl'pf - =0l
Ppi

debemos tener f; < e; para todo i, pues como p;* divide a n, tenemos que p;* divide a p’
y esto sélo es posible si f; < e;.

Un resultado inmediato (usando combinatoria y el TFA) es que el nimero total de
divisores de n como arriba es

(er+)(ea+1) - =[J(es +1).

i
Ejercicio 15. 1. ;Cuantos divisores tiene 10! ?
2. Hallar los menores nimeros con exactamente 3, 4, 5 y 8 divisores positivos.

3. Demostrar que un nimero positivo es un cuadrado perfecto si y sélo si tiene una
cantidad impar de divisores positivos.

4. Llamemos 7(n) a la cantidad de divisores de n. Luego, el producto de los divisores
positivos de n es Vn7(® . En sfmbolos,

H d=Vnr,
dln

2.5. Expresion polinédmica de niimeros

Una de las herramientas bésicas que tenemos en Z es que podemos expresar los niime-
ros en forma bonita usando algunos trucos.

Aplicando el Algoritmo de la division para a = 2, sabemos que para cualquier niimero
n existen q y r tales que n = 2¢ +r con 0 < r < 2. Pero esta ultima condicién quiere
decir que r = 0 6 r = 1, asi que todo ntiimero puede ser escrito de la forma 2k 6 2k+1 (jy
s6lo unal) para algin k. Andlogamente, todo numero puede ser escrito de la forma 3k,
3k+1 6 3k + 2 para algtin k. También pueden probarse estas afirmaciones por induccién.

Ejercicio 16. Probar:
1. Todo nuimero se escribe unicamente de la forma 3k — 1, 3k 6 3k + 1.
2. Todo ntimero se puede escribir de la forma 2k, 3k, 6k + 1 6 6k — 1.

Ejercicio 17. El producto de dos ntimeros consecutivos es par.
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Las expresiones 2k + 1, 3k son ejemplos de polinomios (lineales) en la variable k.
Resulta que muchos problemas, una vez planteados en forma algebraica, hablan de algin
polinomio. Y muy frecuentemente, su solucién involucra una factorizacion inteligente del
mismo. Por ejemplo, al polinomio

p(z) =2 -1
se lo puede pensar en la forma
p(x) = (z+1)(z - 1),

usando distributividad. La utilidad de la segunda expresién es que esté puesta en forma
de producto, y como en Aritmética la nocién mas importante es la de divisibilidad, las
descomposiciones en productos juegan un papel muy importante.

Ejemplo 8. Para ningin n, 2" 4+ 1 es un cubo.

La expresion que aparece en este problema —(2" + 1)— no es un polinomio, puesto
que tiene una variable en el exponente. Pero pensando un poco mas, el problema nos
pide ver que dicha expresién nunca serd un cubo perfecto. Por un momento supongamos
que si es el caso, que existe = tal que 2" + 1 = 3. jAhora si tenemos un polinomio! Si
pasamos ahora el 1 restando, la afirmacién del problema es:

El polinomio #* — 1 nunca vale una potencia de 2.

Lo préximo es obvio luego de la introduccion. Factorizamos el polinomio:
P l=@—-D@+z+1)=2"

Pero z°+x+1 = x(x+1)+1 y para todo z esto serd impar por el ejercicio 17. Ahora bien,
el tnico factor impar de 2" es 1, asf que 22 + 2 + 1 = 1 y esto sélo sucede con x = 0, —1.
Sin embargo, para estos valores, 3 — 1 es negativa, asi que no puede ser potencia de dos.

Terminanos con un resultado muy 1til cuando llega la hora de factorizar polinomios
de grado mayor que 2.

Proposicién 14. Sean a;, i = 0,...,n enteros. Si ¢ es una raiz del polinomio p(x) =
ap+ a1x + - - -+ a,x™ (es decir, si p(c) =0) entonces c | ag.

Sabemos que en tal caso (haciendo la divisién de polinomios) existe un polinomio ¢(z)
(con coeficientes no necesariamente enteros) tal que p(z) = (z — ¢)g(x).

Demostracion. Como p(c) = 0, podemos escribir:
n
—Qg = a1C+ -+ apc,

luego de pasar a( restando. Ahora bien, el lado derecho es divisible por ¢, asi que también
debe serlo el lado izquierdo. O

Ejercicio 18. Sea p como antes. Si p(%) = 0 con (r;s) = 1, entonces r [ ag y s | ay.

Ejercicio 19. Probar que

10 10
§’/2 +—V3+ §/2 ——V3
9 9
es un entero.
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3. A cocinar!

Aqui sigue un pot-pourri (jun guiso?) de problemas para entretenerse. Estan ordena-
dos cronolégicamente, por nimero de envio y por nivel (en ese orden de prioridad). El
nimero romano corresponde al “ano OMA”, y el nimero de tres cifras siguiente indica el
nivel (las centenas) y el nimero de envio (el resto). Por ende, los problemas con “resto”
mas alto son més dificiles.

X1I1-228 | Hallar el menor entero positivo n tal que el nimero

N = 100000 - 100002 - 100006 - 100008 + n

sea un cuadrado perfecto.

JPara qué valores enteros de x es z* + 62° + 1122 + 3z + 31 un cuadrado
perfecto?

Con los digitos del 1 al 9 inclusive se forman tres nimeros A, By C de
tres digitos distintos cada uno, usandose los nueve digitos. ;Se puede lograr que ninguno
sea multiplo de 37

Hallar todos los niimeros de 3 digitos tales que al elevarlos al cuadrado
tienen las tres 1ltimas cifras iguales y en el mismo orden que el nimero original.

Hallar el menor multiplo de 999, mayor que 999 que tiene todos sus digitos
impares.

Determinar todos los enteros x tales que 22 — 192 + 96 sea un cuadrado
perfecto.

. Es posible escribir los 11 niimeros desde 1985 a 1995 en algtiin orden de

modo que el nimero de 44 cifras que se obtiene sea primo?
1995

—
XIII-307 | Hallar el resto de dividir 11...1 por 1001.
XIII-310 | ; Para cudntos enteros n la fraccién sz’ es reducible?

XIII-323| Para cada entero positivo n sea p(n) el nimero de pares ordenados (z,y)
de enteros positivos tales que % + i = % Ejemplo: p(2) = 3.

1. Determinar p(n) para todo n y calcular p(1995).
2. Determinar todos los n tales que p(n) = 3.

Hallar el menor nimero natural que es suma de 9 naturales consecutivos,
es suma de 10 naturales consecutivos y ademas es suma de 11 naturales consecutivos.

La Asociacién Vida Silvestre de Saladillo tiene 50 miembros. El sdébado
cada uno de los presentes plant6 17 arboles y el domingo cada uno de los presentes planto
20 arboles. En total se plantaron 1545 arboles. ; Cuantos de los miembros de la Asociacién
faltaron el sabado y cuantos faltaron el domingo?.

Hallar todos los cuadrados perfectos que tienen el primer digito (de la
izquierda) igual a 1 y todos los restantes digitos iguales a 4.

Hallar todos los nimeros naturales n < 1000 tales que n? termina en 44.

Seap=2-3-5-7-11--- el producto de todos los niimeros primos hasta
1997y q=3-5-7-11--- el producto de todos los niimeros impares hasta 1997. Hallar
la peniltima cifra de la derecha del producto pq.
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XV-217| Hallar nimeros naturales tales que

97 1

e
907" 1

T+ ——

1

v+

z

XV-221 | Demostrar que para todos a, b el niimero ¢ = a3h — ab? es muiltiplo de 6.
XV-227|Si a, by ¢ son niimeros enteros tales que ab— (a+b) = 19y be— (b+c¢) = 97,
hallar todos los posibles valores de ca — (¢ + a).

Sea n un ndmero natural con cuatro o mas divisores naturales [distintos].
De todos los divisores de n, se consideran los cuatro mas pequenos: a < b < ¢ < d.
Hallar todos los n tales que

n=a+b+c+d.
ACLARACION: 1 es el divisor positivo mas pequeno de n.

XV-305 | ; Cudntos numeros enteros entre 1 y 1000 inclusive pueden descomponerse
en suma de un multiplo positivo de 7 mas un multiplo positivo de 47

XV-317| Hallar todos los niimeros naturales n tales que [%2} es primo.
XV-322| Hallar el dltimo digito antes de la cola de ceros del niimero

19! 420! + 21! + - - - 4+ 96! + 97!

XV-326| Sea p un primo, p = 3k + 2 para un valor entero k. Demostrar que si p
divide a a? + ab + b? para ciertos enteros a y b, entonces p divide a a y p divide a b.

XVI-106| De los 999 numeros:

mdc(1;1998), mdc(2;1998), mde(3;1998), ..., mde(999,1998),

jcuantos son mayores que 197

Hay cinco montones de piedras. Se quita i de las piedras del primer
montén y se agregan al segundo montén. Luego se quita % de las piedras que hay ahora
en el segundo montén y se agregan al tercer montén. A continuacién, se quita % de las
piedras que hay ahora en el tercer montén y se agregan al cuarto montén. Finalmente, se
quita % de las piedras que hay ahora en el cuarto montén y se agregan al quinto monton.
De este modo todos los montones finalizan con 124 piedras cada uno. ;Cuantas piedras
habia inicialmente en cada montén?

XVI-301 | Hallar todos los ntimeros enteros n tales que ™2 es un niimero entero.

n+19
’Cuenca 1995 — 2‘ Sea aq,...,a, una sucesién de enteros entre 2 y 1995 tal que

1. cada par de elementos a; son coprimos.
2. cada a; es primo o es producto de primos distintos.

Determinar el menor valor posible de n para que la sucesion contenga necesariamente por
lo menos un nimero primo.

’Sel-IberoXXI‘ Un numero natural n es atrevido si la suma de las cifras de 3" es
mayor o igual que la suma de las cifras de 3" (ejemplos: 2 y 11). Demostrar que hay
infinitos ntimeros atrevidos.
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